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ÖNSÖZ 


Bu kitap Fizik, Fizik Mühendisliği ve Fizik Öğretmenliği program- 
larında öğrenim gören öğrencilere okutulan "Fizikte Matematik Metodlar" 
dersi için yazıldı. Kitap, bir süredir verdiğim dersin ders notlarına ait içeriği 
her yıl biraz daha zenginleştirmek suretiyle ortaya çıktı. 

"Fizikte Matematik Metodlar" dersi, bazı bölümlerde "Fizikte Mate- 
matik Metodlar 1" ve "Fizikte Matematik Metodlar 2" olarak iki dönem 
zorunlu olarak okutulurken, diğer bazılarında "Fizikte Matematik Metod- 
lar 2" dersi seçmelidir. Altı bölümden oluşan kitap, bir dönem ve haf- 
talık 4-6 saatlik bir müfredat için uygundur. Bazı değişiklikler hariç tutu- 
lursa, bölümlerin sıralaması ana hatlarıyla mevcut kaynaklara göre yapıldı. 
Okuyucuların ve özellikle de öğrencilerin konuları kolayca anlamalarını sağ- 
lamak için basit ve açık bir uslup kullanıldı. Kitapta, bir çok ispat yapıldı 
ve bol örnek çözümleriyle desteklendi. Bölüm sonlarına problemler ek- 
lendi ve bazılarının cevapları verildi. Bu yolla lisans öğrencilerine istedikleri 
takdirde, öğrendiklerini pekiştirme imkanı sağlandı. Fizik ve Mühendislik 
alanında lisanüstü eğitim gören öğrencilerin de kitaptan yararlanabilecek- 
leri kanaatindeyim. 

Kitaptaki şekilleri kızım Meryem YALÇIN çizdi. Kendisine ve kitabın 
baskıya hazır hale gelinceye kadar ki her aşamasında yardımlarını esirge- 
meyen akademik camianın kıymetli üyelerine teşekkürü bir borç bilirim. 
Kitabın basımını üstlenen Seçkin Yayıncılık ekibine, özellikle basım sürecini 
takip eden Mesut YILDIRIM'a teşekkür ederim. 

Az da olsa kitabın bazı boşlukları doldurduğunu ve bir takım ihtiyaçları 
karşıladığını görmek en büyük temennimdir. Meslektaşlarım tarafından 
yapılacak her türlü bilimsel eleştriri ve uyarılara açık olduğumu belirtmek 
isterim. Bu yolla daha iyi bir kaynak kitap ortaya çıkacaktır. 
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Fizikte sıklıkla karşılaştığımız niceliklerden bir kısmı, sadece bir büyük- 
lükle yani uygun birimli reel bir sayı ile tanımlanırlar. Enerji( £), kütle(m), 
zaman(t), sıcaklık(T), hacim(V) bunlardan bazılarıdır. Bu tür niceliklere 
skaler nicelikler denir. Skaler nicelikler kullanılan koordinat sistemine göre 
değişmezler ve bunlarla toplama, çıkarma, çarpma ve bölme gibi cebirsel 
işlemler yapılabilir. 

Diğer bazı nicelikler ise büyüklüklerine ek olarak, yönlerini de belirt- 
mek suretiyle tanımlanan vektörel niceliklerdir. Vektörel bir niceliği temsil 


eden harfin üzerine bir ok işareti konarak yazılır. Örneğin A , B gibi. 
Yer değiştirme( 7 ), hız(v), ivmef(a), kuvvet(F), lineer momentum(P) ve 
açısal momentuın(L) bunlardan bazılarıdır. Vektörler, uzayda yönlü bir 
okla gösterilirler. Okun yönü vektörün yönünü ifade etmektedir. Vektörün 
boyuna, o vektörün büyüklüğü veya şiddeti denir. Ölçekli çizimlerin kul- 
lanıldığı grafik yönteminde daha uzun vektör, daha büyük vektör anlamına 
gelmektedir. Bir vektörün yönü ve büyüklüğü değişirse, bu artık eski vektör 
olmayıp yeni bir vektördür. 

Bir koordinat sisteminde bir vektörün yönünü ve şiddetini değiştirmek- 
sizin, bir konumdan başka bir konuma taşınabilir. Diğer bir deyişle, bir vek- 
törün bir koordinat sistemindeki konumu onun durumunu değiştirmez. Vek- 
törler hem büyük hem de küçük harflerle temsil edilebilir. Kaynak kitap- 
ların bazılarında oklu harf yerine koyu karakterler kullanıldığı görülmekte- 
dir: A,r, v, a gibi. Bu temsille hem yazım kolaylığı sağlanmakta hem de 
fazladan yer kullanımının önüne geçilmiş olmaktadır. Biz de metin içinde 
bu ikinci temsili kullanacağız. Şekil 1.1'de bazı vektör gösterimleri veril- 
miştir. 


-3 
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B -B 
——> «— 


Şekil 1.1 Vektörlerin grafiksel gösterimi 


Vektörel niceliklerde toplama, çıkarma, çarpma işlemleri tanımlı ol- 
masına rağmen, bölme işlemi tanımlı değildir. Yani iki vektör birbirine 
bölünemez. 


2 Fizikte Matematik Metodlara Giriş 


1.1 Vektörlerin Toplanması 


Toplanacak A ve B vektörleri, aynı fiziksel büyüklüğü temsil eden 
iki vektör olmak zorundadır. Örneğin bunlar F,, F> ile gösterilen iki 
kuvvet vektörü olabilir. Toplam vektöre bileşke vektör denir. Bileşke 
vektör, toplanan vektörlerin yapacağı etkiyi tek başına yapan vektördür. 
Grafik yöntemine göre A vektörüne B vektörünü eklemek yani, A -B 
işlemini yapmak için B vektörünün yönü ve uzunluğu değiştirilmeksizin 
kaydırılarak, başlangıcı A vektörünün ucuna gelecek şekilde yerleştirilir. 
A vektörünün başlangıcından B vektörünün ucuna çizilen vektör toplam 
vektördür. Toplam vektör, toplanan vektörlerin boyutundadır. Örneğin, 
iki kuvvet vektörünün toplamı yine bir kuvvet vektörüdür. B vektörüne 
A vektörü eklenirse yani B-- A işlemi yapılırsa, A 4 B ile aynı bileşke 
vektörünü verdiği bir paralel kenar dörtgen yardımı ile gösterilebilir(Şekil 
1.2). 
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Şekil 1.2 Grafik yöntemiyle iki vektörün toplanması 


Buna göre; toplama işleminde değişme özelliği vardır. Yani yapılan 
işlemin sırası değişse de sonuç aynı olmaktadır. Sonuç açısından işlem 
sırası önemli değildir. Bu durum üç vektörün toplamı için de geçerlidir. 
A-B-Cişlemi, (A -B) 4 C şeklinde veya A 4 (B 4 C) biçiminde yapı- 
lırsa sonuç değişmez. Buna birleşme özelliği denir. Parantezler, yapılacak 
işlemin önceliğini belirtmektedir. Toplama işlemine göre, eklendiği vektörü 
değiştirmeyen O vektörü tanımlanabilir. Sıfır vektörü, şiddeti sıfır olan vek- 
tördür. O vektörü toplamaya göre etkisiz elemandır. Bu özellikler 


.i A*-B—B-A Değişme özelliği (1.1) 
ü.(A-B)-C-A4(B-:C) Birleşme özelliği (1.2) 
ül. A-0—-0-A—A Etkisiz eleman (1.3) 


şeklinde yazılabilir. 


Bölüm 1 Vektörler 3 


1.2 Vektörlerle Çıkarma İşlemi 


Vektörlerle çıkarma işlemi, aynı fiziksel büyüklüğe karşılık gelen iki vek- 
törden birinin, diğerinden farkını bulmak için kullanılır. İki vektör A ve B 
olsun. A— B işlemi, A vektörünün B vektöründen farkını verir. Bu fark 
vektör, B vektörüne eklenirse A vektörü elde edilir. Grafik gösteriminde 
vektörleri çıkarmanın iki yöntemi vardır: 

Birinci yöntem: İlk olarak çıkarılacak vektörün, örneğin B'nin topla- 
maya göre tersi alınır. B vektörünün toplama işlemine göre tersi, kendisine 
eklendiğinde yani toplandığında 0'ı veren vektördür. Bu tanıma göre B 
vektörünün tersi, büyüklüğü B vektörünün ki ile aynı fakat yönü zıt olan 
—B vektörüdür(Bakınız Şekil 1.1). Bu işlem cebirsel olarak B vektörünün 
—1 ile çarpımına özdeştir: (—1)B. Buna bir vektörün bir skalerle çarpımı 
denir. A vektörü ile —B vektörünün toplamı A — B işlemine özdeştir: 


A -(-B)-A-B (14) 


Şimdi B vektörünün A'dan farkına bakalım. B — A fark vektörü A—B 
fark vektörü ile aynı büyüklükte fakat zıt yönde olduğu görülür. Bu du- 
rum Şekil 1.3'de verilmiştir. Buna göre çıkarma işleminde değişme özelliği 
yoktur. Fakat, 

A-B-—--—(B—A) (1.5) 
eşitliği yazılabilir. 

İkinci yöntem: Bu yöntemde, A ve B vektörlerinin yönleri ve büyüklük- 
leri değiştirilmeksizin başlangıçları bir araya getirilir. İki vektörün uçlarını 
birleştiren vektörler fark vektörleridir. İki tane fark vektörü çizmek müm- 
kündür. Fark vektörü hangi vektörden başlıyorsa o, çıkan vektördür. Örne- 
ğin, B vektöründen A vektörüne çizilen vektör A — B'dir(Şekil 1.3). 


Şekil 1.3 Grafik yöntemiyle iki vektörün çıkarılması 
1.3 Vektörlerin Çarpımı 


Yukarıda bahsedilen bir vektörün bir skalerle çarpımından farklı olarak 
iki çeşit vektör çarpımı tanımlanmıştır. Bunlardan biri, (*) biçiminde yazılan 
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nokta çarpımdır. Bu işlemin sonucu bir sayı olduğundan skaler çarpım da 
denir. Skaler çarpım 


A-B -ABCos0 (1.6) 


eşitliği ile tanımlanır. Burada A ve B sırasıyla, A ve B vektörlerinin büyük- 

lüğüdür. 4 ise A ve B vektörleri arasındaki küçük açıdır. Şekil 1.4'te 

görülebileceği gibi (1.6)'ın sağ tarafı şöyle yorumlanabilir: ACo0s0 , A vek- 

törünün B vektörü üzerindeki dik iz düşümün büyüklüğüdür. ABCos0 

ise iz düşüm vektörünün büyüklüğü ile iz düşülen vektörün büyüklüğünün 

çarpımına eşittir. Benzer bir işlem, B vektörü A vektörü üzerine iz düşülerek 
yapılabilir. 


pe 


A A 
> 
Yi 
MW pi B “LA - 
RN. 1 
A Cos 0 


Şekil 1.4 İki vektörün birbirleri üzerine dik izdüşümleri 
(1.6) eşitliğine göre verilen iki vektörün skaler çarpımı, 4 — O için en büyük 
değerini alırken, 4 — 90 için sıfır olur. Bu ise vektörlerin dikliği için bir 
şart ortaya koyar: A ve B vektörleri dik iseler skaler çarpımları 0, skaler 
çarpımları O ise bu vektörler diktir. Bu durum 
A-B—0S9A1B (1.7) 


biçiminde yazılabilir. (1.6) eşitliğinde B vektörünün yerine A vektörü 
yazılır ve aynı iki vektör arasındaki açının 9 — 0 olduğu hatırlanırsa 


A-A-A (1.8) 
eşitliği elde edilir. Bu eşitlikten A vektörünün büyüklüğü elde edilir. 


A-VA-A (1.9) 


Diğer çarpım ise (x) şeklinde yazılan vektörel çarpımdır. Bu çarpımın 
sonucunda bir vektör bulunur. Vektörel çarpımın büyüklüğü 


|A x B| — ABSin9 (1.10) 
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eşitliği ile verilir. 


>. 


A Sin 0 
A Sin 6 


B 
Şekil 1.5 Vektörel çarpımın büyüklüğünün grafikle gösterimi 


Şekil 1.5'te görüldüğü gibi ASin4, A vektörünün B vektörüne dik izdüşümün 


büyüklüğüdür. ABSin9 ise, A ve B vektörlerinin oluşturduğu düzlemin 
alanına eşittir. (1.10) eşitliğinden iki vektörün vektörel çarpımının 4 — 90 
için en büyük değerini aldığı, 9 — 0 için ise 0 olduğu açıkça görülür. Buna 
göre, A ve B vektörleri paralel ise vektörel çarpımları sıfırdır. 


AxB—09A//B (1.11) 


Vektörel çarpımdan elde edilen sonuç vektörün yönü, hem A vektörüne 
hem de B vektörüne diktir. Diğer bir deyişle A ve B vektörlerinin oluştur- 
duğu düzleme diktir. Sonuç vektörün yönü, sağ el kuralı ile belirlenir. Bu 
kural şöyledir: A x B çarpımı için sağ elin dört parmağı birinci vektörü( A), 
ikinci vektör(B) üzerine katlarken baş parmak sonuç vektörün yönünü gös- 
terir. Vektörel çarpımda sıra değişirse sonuç vektörün yönü değişir. Bu 
durumda 


AxB—-(BxA) (1.12) 


eşitliği yazılabilir. 


1.4 Bir Vektörün Dik Bileşenleri 


Kartezyen koordinat sistemi, birbirlerine dik üç doğrunun kesişmesiyle 
oluşan sistemdir. Bu üç doğru z, y ve z olarak etiketlenir ve dik eksenler 
adını alırlar. Kesişen üç dik doğru, uzayı sekiz bölgeye ayırır. Şekil 1.6'da 
zı, y ve z eksenlerinin her üçünün de pozitif olduğu bölge gösterilmiştir. 
Eksen isimleri herhangi birinden başlanarak ve saat ibresi tersine gidilerek 
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Iyz, yzı veya zIy sıralamalarından biri alınarak yapılabilir. 


Şekil 1.6 Kartezyen koordinatlarda dik bileşenler 


Kartezyen koordinat sisteminde bir vektörü, dik bileşenleriyle belir- 
lemek istiyoruz. Birbirine dik olan ve bileşkesi, söz konusu vektörü veren 
vektörlere dik bileşenler denir. Kartezyen koordinat sisteminde dik bileşen- 
lerin sayısı üçtür. Dik bileşenlerin sayısı vektörün boyutunu belirler. Ori- 
jinden başlayan bir A vektörünü 7, y ve z eksenleri üzerine dik iz düşürelim. 
Yine orijinden başlayarak iz düşüm noktalarına çizeceğimiz Az, A, ve A, 
vektörleri A vektörünün dik bileşenlerdir. Şekil 1.6'dan görüldüğü gibi 
bileşenlerin toplama kuralına göre eklenmesiyle A vektörü elde edilmekte- 
dir. 


Kartezyen koordinatlarda *z yönünde boyu 1 olan vektörü i, 1, *y yönün- 
de boyu l olan vektörü İ, *z yönünde boyu I olan vektörü k ile göstermek 
adettir. 7, İ, k vektörleri birimsizdir. bİ, k birim vektörleri Şekil 1.7'de 
gösterilmiştir. Bazı kaynaklarda |, İ, İ, k birim vektörlerinin yerine sırasıyla 
Z, Yy, Z veya €ı, €>, €3 temsilleri kullanılmaktadır. Son gösterim kolayca 
üçten fazla boyutlu sonlu vektör uzaylarına genellenebilir. Bu konu ileride 
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detaylarıyla ele alınacaktır. 


Şekil 1.7 Kartezyen koordinatlarda birim vektörler 


Yazım kolaylığı açısından birim vektörlerin üzerindeki (” ) şapkaları 
atacak ve koyu harflerle göstereceğiz: i, j, k gibi. Bu birim vektörler, 
sırasıyla A,, Ay ve A, bileşenlerin büyüklükleri ile çarpılırsa 


A, — Açi (1.14a) 
Ay Aİ (1.14b) 
A (1.14e) 


A,, Ay ve A, vektör bileşenleri elde edilir. (1.14a), (1.14b) ve (1.14c) ile 
verilen vektör bileşenleri taraf tarafa toplanırsa A vektörü bulunur. 


A—A,HA,SA,— AzitA,jsA,k (1.15) 


Vektör bileşenleri —r, —y veya —z yönünde iseler, birim vektörlerin 
işaretini değiştirmek, yani —i, —j, —k olarak yazmak yeterli olacaktır. A,, 
Ay, Az büyüklüklerini bulmak için A vektörün sırasıyla z, y ve z eksenleri 
ile yaptığı açılar a, 4 ve açılarını ve A — |A| vektörünün büyüklüğünü 
bilmek yeterli olur. 


A, — ACosa (1.16a) 
Ay — ACos8 (1.16b) 
A, — ACosy (1.16c) 


a, 8 ve y açıları A vektörün yönelimini belirledikleri için doğrultman açıları, 
Cosa, Cos8 ve Cosy kosinüslerine ise doğrultman kosinüsleri denir(Şekil 
1.6). (1.16a), (1.16b) ve (1.16c) ile verilen bileşenlerin kareleri alınıp taraf 
tarafa toplanırsa 
A2 4 AŞ 4 A? — A2 (Cos?a* Cos?8 4 Cos?) (1.17a) 
elde edilir. (1.17a)'nın sol tarafı A vektörünün boy karesi A?'ye eşittir. 
Öyleyse eşitliğin sağlanması için 
Cos?a 4 Cos?8 4 Cos?y —1 (1.17b) 


olması gerekir. 
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1.5 Karetezyen Koordinatlarda Temel Vektör İşlemleri 


Bu kesimde, kartezyen koordinatlarda bileşenleriyle verilen vektörlerin 
toplanması, çıkarılması, skaler ve vektörel çarpım işlemlerini açıklayacağız. 
İlk olarak toplama işlemi ile başlayalım. A — A,i*A,j*A,k ve B — 
B,i4-B,j*-B,k vektörlerini göz önüne alalım. A F B işlemleri, aynı adlı 
bileşenlerin cebirsel toplamı alınarak yapılır: 


AŞB — (AzisA,jsAzk) F(B,i*B,j*B.k) 
(Ax FB.)i-(A,y FB,)j*(4,FB.)k o (1.18) 


Bunu bir örnekle açıklayalım. 


Örnek 1.1 A — 2i—3j-4-4k ve B — i-4-2j4-3k vektörleri veriliyor. 
a) A-B—?b)3A—2B—? 

Çözüm 1.1a) A - B — (2i—3j44k) 4 (i4-2j43k) — 3i— j4-7k, 
b) 3A —3(2i—3j-4-4k) — 6i—9j)4-12k, 

2B —2(i4--2j-4--3k) —2i--4j4-6k, 

3A — 2B — (6i—9j-4-12k) — (2i4-4j-4-6k) — 4i—13j--6k bulunur.M 


Skaler çarpıma bakalım. (1.6) eşitliğinde A ve B vektörlerinin yerine, 
birim vektörler yazılırsa,i-j—ij-k—i-k—Ovei-i—j-j—k.-k—lolur. 
Bu göre A -B çarpımı 

A-B — (AzisA,jtA,k).(B:i*B,j*B;k) 
— AzBı(i:i)44,B,(i-j)4-A,B;(i-k) 
*A,B:(k-i) 4 A,By(k-j)4* A,B,(k-k) 
şeklinde 9 terime sahiptir. Birim vektörlerin skaler çarpımları göz önüne 
alındığında 6 tanesi 0 olur. Geriye üç terim kalır. Bu durumda iki vektörün 


skaler çarpımı 
A-B—A,B,4* A,B,* A,B, (1.19) 


şeklinde bir sonuç verir. (1.19) eşitliğinde B vektörü yerine A vektörü 
yazılırsa 
A-A-AZSA HA? (1.20) 


elde edilir. Bu çarpım (1.9) eşitliğinde yerine yazılırsa, A vektörünün 
büyüklüğü için 

A—vVA-A-— Ağ 4 AŞ (1.21) 
ifadesine ulaşılır. Skaler çarpım yardımı ile verilen keyfi bir A vektörünün 
dik izdüşümlerini 
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A-j—(AzisA,İsAzk)-j—A, (1.22b) 
A-k—(AzisA,jsAzk).k-A, (1.22c) 


olarak yazmak mümkündür. 

Vektörel çarpıma geçebiliriz. (1.11) ifadesinde A ve B vektörü yerine 
aynı birim vektörler yazılırsa ixi—j xj—k xk-—0 olduğu kolayca an- 
laşılır. Farklı birim vektörlerin vektörel çarpımları için bir kural bulmak is- 
tiyoruz. Bunun için şöyle bir fikir yürütülebilir: İki birim vektörün vektörel 
çarpımının yine bir vektör olduğunu, sonuç vektörün vektörel çarpıma giren 
her iki vektöre dik olduğunu hatırlayalım. Diğer yandan (1.12) eşitliğini de 
göz önüne alalım. Vektörlerin çarpım sırası değişirse işaret değişiyordu. Bu 
bilgiler ışığında 

ixij—k, ijxkz—i, kxi—j (1.23a) 


olarak alınırsa, birim vektörler yer değiştirdiğinde ise 
jxiz——k,kxij——iixk——j (1.23b) 
olacağı kolayca anlaşılır. Buna göre iki vektörün vektörel çarpımı 
AxB-—(AzisA,j*A,k) x (B,i4*B,j*B,k) 
— AzB,(i xi)4*A,By(i x j)4A,B,(i x k) 
KAyBzli x 1) 4 A,By(i Xİ) * A,B:(i x k) 
*A,Bı(k x i) 4 A,By(k xj)4- A,B,(k x k) 


yine 9 bileşenlidir. Fakat, bu çarpımın 3 tanesiixi—jxiji—k»xk—0Ose- 
bebi ile sıfır olur. Geriye kalan 6 terim (1.23a) ve (1.23b) eşitlikleri yardımı 
ile 

AxB—A,B,k-A,B,j — A,B.,k 
biçiminde yazılabilir. Aynı adlı bileşenler bir araya getirilirse vektörel 
çarpım için 


AxB—(A4,B,— A,B,)i 4 (4.B,—A,B:.)j 4 (4:B, — A,Be)k (1.24) 


ifadesi elde edilir. 

Vektörel çarpımın başka bir yolu şöyledir: 3 x 3'lük bir matrisin bi- 
rinci satırına birim vektörler yazıldıktan sonra, vektörel çarpıma giren ve 
birinci vektör olan A'nın bileşenlerini ikinci satıra ve ikinci vektör B'nin 
bileşenlerini üçüncü satıra ilgili birim vektörün altına gelecek şekilde yazılır. 
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Sonra Laplace açılımı kullanılarak birinci satıra göre determinant alınırsa, 
vektörel çarpım yapılmış olur. 


i Jj &k 
AxB—İ)4, A, A; (1.25) 
B, B, B; 
A, A A, A A, A 
(AYI İş y z 1142: I z 90)y143 I y 
-( 1) 1 B, ti 1) J B, B, *( 1) k B; B, 


düzenlenirse 
A xB— (A,B. — A,By)i * (4.B.—A,B.)j ia (A.B, E A,Bz)k 


elde edilir. Bu sonuç (1.24) ile aynıdır. Skaler ve vektörel çarpıma örnekler 
verelim. 


Örnek 1.2 Şekil 1.8'deki gibi F — 10i 4 10j N'luk sabit bir kuvvetin 
etkisindeki bir blok sürtünmesiz yatay bir zeminde d — 10i m yerdeğiştirirse 
yapılan işi hesaplayın. 


- 
F 


d 
Şekil 1.8 Bir kuvvetin etkisiyle yerdeğiştiren blok 


Çözüm 1.2 Fizikte iş W ile gösterilir. Yapılan iş W — F.d skaler 
çarpımı ile tanımlanır. Buna göre W — (10i 4 10j) - 5i —50 Joule'dir. 


Örnek 1.3 m kütleli bir cisim zy düzleminde orijine görer — zi * yj 
konumlu yerde iken hızı v — v,i* v,jJ'dir. Bu cismin açısal momentumunu 
hesaplayınız. 

Çözüm 1.3 Lineer momentum vektörünü P ile ve açısal momentum 
vektörünü ise L ile gösterelim. Lineer momentum P — mv biçimindedir. 
Açısal momentum ise L —r xP vektörel çarpımı ile tanımlanır. Verilenlere 
göre 


L — rx P—(zi*yj)xm(uzituyij) 


— mlıvy,— yv.)k 
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bulunur. 


Örnek 1.4a) Şekil 1.9'daki gibi birim küp üzerinde verilen A ve B 
vektörlerini birim vektörler cinsinde yazın. b) Vektörler arasındaki açıyı 
bulun. c) Bu vektörlerin oluşturduğu düzlemin normalini elde edin. 


Şekil 1.9 Birim küp üzerindeki iki vektör 
Çözüm 1.4a) A ve B vektörleri dik bileşenleri yardımı ile 
A -j-*-k,B—i-sk 
biçiminde olur. b) Gerekli işlemler yapılırsa 
A-B—(j*k)-(i-k)—1 
A-|A|-v2, B-()BJ—- v2 
A-B 1 1 


EŞ ll” Se le Gn idi —I 1 yet o 
GN ap ag o G — 60 


olduğu görülür. c) Sağ elin dört parmağı ile A vektörünü B vektörü üzerine 
katladığımızda baş parmak yönünde olan normal vektör 


AXxB 
- AxB fi 5 e 
n kep AXE (G-4*-k)x(-4-k)—-i-4j 
|AxBJ—-v3 Mi 
, Zİ 


olarak bulunur. 


Örnek 1.5 Bir parçacığın konum ve hız vektörleri sırasıyla r(t) —2t 
14 (5—t)j ve v —2i— j olarak verilmektedir. Konum vektörünün, hız vek- 
törüne dik olduğu t anını bulun. 

Çözüm 1.5 Konum vektörü r'nin, hız vektörü v'ye dik olması için 
r-v —O olmalıdır. r.v —|2ti 4 (5 — &)j)-(2i — j) —4t— (5—4)—0—51— 
5—0—>14—1 s bulunur. B 
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1.6 Üçlü Vektör Çarpımları 


A, B ve C gibi üç vektörü kullanarak yapılması mümkün iki çarpım 
vardır: Birincisi A - (B x C) biçiminde yazılan üçlü skaler çarpım, diğeri ise 
Ax(BxC) şeklinde yazılan üçlü vektör çarpımıdır. Bu isimler sonuca göre 
verilmiştir. B x C vektör çarpımının yine bir vektör olduğunu biliyoruz. 
Bunun A ile skaler çarpımı olan A - (B x C) işleminin sonucu bir skaler 
iken, A ile vektörel çarpımı olan A x (B x C) işleminin sonucu bir vektördür. 

A — Açi*A,j*A;zk, B — B,i*B,j*B,k ve C — Czi*C,j*tCzk vek- 
törlerini göz önüne alalım. (B x C) işlemi yapılırsa 


BxC—(B,C,— B,C,)ji*(B.C:—B.C,)j) * (B.Cy — ByCz)k 
olarak elde edilir. Bunun A ile skaler çarpımı 
A-(BxC)—(Az isAyj-*-A,k)-(B,C, — B.Cy)i 
*(BzCz — BzC:) j4 (BzCy — B,Cz) k| 
olur. Gerekli işlemler yapılırsa 


A bi (B XxX C) — Az(ByC; > B:Cy)* Ay(BzCz EE B,C;) 


olarak elde edilir. Üçlü skaler çarpımı yapmanın diğer bir yolu şudur: 
3 x 3'lük bir matrisin birinci satırına A vektörünün bileşenlerini, sonra 
sırasıyla ikinci ve üçüncü satıra B ve C vektörlerinin bileşenlerini yazmak 
ve determinantını almaktır. 


y 
A-(BxC)-|B,; B, B; (1.27) 
Ce, Cy Cz 
Birinci satıra göre açılırsa 
a By B, . B; B, Bz By 
alaz (“5g &, 


bulunur. 2 x 2 matrislerin de determinantları alınır ve düzenlenirse 
A Li (B x C) —A,(B,C; B,Cy)*-Ay(B.Cz ae B-O,) *A,(B.C, izi B,Cx) 


elde edilir. Bu sonuç (1.26) ile aynıdır. Bir matrisin iki satırı yer değişirse, 
determinantın sadece işareti değişir. Eğer iki defa satır değişikliği yapılırsa, 
determinantın işareti bir kez daha değişerek ilk haline döner. Yani matris 
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satırları için çift permütasyon yapılırsa, determinantın işareti değişmezken, 
tek permütasyonda işaret değişir. Buna göre 


A-(BxC)-B.(CxA)—-C-(AxB) (1.28a) 


A.(BxC)—--B.(AxC)--C-(Bx A) (1.28b) 


eşitlikleri bulunur. (1.28b) için başka ifadeler yazmak mümkündür. 
A -(B x C) üçlü skaler çarpımın geometrik bir anlamı vardır. (B xC) 
işleminden elde edilen sonuç vektörün büyüklüğü |B x C)|, yönü ise B veC 
vektörlerinin oluşturduğu düzleme diktir. Yani yüzey normali yönündedir. 
Bu durumda 

BxC—|BxCjn 


yazılabilir. Bunun A vektörü ile skaler çarpımı 
A-(BxC)—-A-(BxCjln—|JBxCJ(A:-n) (1.29) 


olur. (1.29) ifadesindeki (A -n), A vektörünün n normal vektörü üzerine 
dik izdüşüm büyüklüğüne, yani tabana dik yüksekliğe eşittir. Böylece, üçlü 
skaler çarpım A, B ve C vektörlerinin oluşturduğu paralel kenar prizmanın 
hacime eşittir. Bu hacim Şekil 1.10'da gösterilmiştir. 


UN 


B 
Şekil 1.10 Üç vektörün oluşturduğu hacim 


Üçlü vektör çarpımına bakalım. A x (B x C) işleminden elde edilen 
sonuç vektör, hem A'ya hem de B x C vektörüne diktir. Diğer yandan 
B x C'den elde edilen vektör ise B ve C'nin oluşturduğu düzleme diktir. 
Öyleyse A x (B x C) vektörü, B ve C'nin oluşturduğu düzlemdedir. 


Örnek 1.6 A — i4j4k, B — —i—j ve C — —i -j vektörlerini 
veriliyor. A x(BxC) —? 
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Çözüm 1.6 Gerekli işlemler yapılırsa 
BxC-—(-i—j) x(—i-4-j) ——2k 
AXx(BxC)—(i4-j-4k) x (—2k) ——2i42j 


bulunur. Sadece i ve j birim vektörlerini içerdiklerinden dolayı B,C ve 
A x (B xC) vektörleri zy düzlemindedir.M 


1.7 Vektör Çarpımı İçeren İşlemlerin İndirgenmesi 


Vektör bileşenleriyle çalışmak, vektör çapımlarını basitleştirir. Bunun 
için iki tane matematiksel aracı tanıtmak yararlı olacaktır. Birincisi 


e (1.30) 
biçiminde tanımlanan Kronecker Delta'dır. Burada ; ve j birim vektör 
değil indislerdir. Etiketlemek amacıyla kullanılır. Üç boyutlu uzayda i — 
1,2,3 ve j — 1,2,3 değerlerini alabilir. İki indisli Kronecker Delta'nın 
sıklıkla kullanıldığı üç yer vardır. Birincisi, iki vektörün skaler çarpımında 
kullanılır. A ve B vektörleri indis yardımı ile A — Ae Â2e2-4 Ageg ve 
B — Be,-B>e>4B3geş biçiminde yazılır. Burada 1—1,y—2,z— 3 ve 
i—>eı,j—e>,k— eş ile temsil edilmektedir. Skaler çarpım 


A-B-— (Aıe1* 42624 Aze3) : (Bıe1*-B>e24 Bsez) 


3 3 3 3 
— YY AiBler eş) YY  ABidij — AyBı 4 AzB3 4 AzBa 
i—1j—l i—l j—1l 
3 
— Y JA:Bi (1.31) 
i—l 


biçiminde kısalır. Burada e; - e; — 6; eşitliği kullanıldı. İkincisi, farklı 
iki dik koordinat sisteminde tanımlanan z; ve g, koordinatlarının kısmi 
türevleri için kullanılır: ğ 
Ti 

— —öâ; 1.32 
Üçüncüsü, kuantum mekaniğinde bir sistemin durumunu belirleyen dalga 
fonksiyonları ”, ve y, için ortonormalizasyon bağıntısını ifade etmek için 
kullanılır. Burada ; ve j indisleri kuantum sayılarıdır. Ortonormalizasyon 


bağıntısı 
*oo 


İ bila) (a)dz — Gi (1.33) 


—oo 
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biçimindedir. 
Vektör çarpımlarını indirgemek için kullanılan ikinci matematiksel araç 


0, i,j,k indislerinin herhangi ikisi aynı ise (1.34) 


1, ö,j,k indisleri 1,2,3'ün çift permütasyonu ise 
Eijk — 
—1, ö,j,k indisleri 1,2,3'ün tek permütasyonu ise 


biçiminde tanımlanan Levi-Civita tensörüdür. Cbristoffel sembolleri de 
denir. Çift permütasyon ?, j, k indisleri farklı iki kez değiştirilerek elde edilir. 
Örneğin, €123'ü ele alalım. Önce 1—2 sonra 1—3 indisleri değiştirilirse €231 
elde edilir. Böylece çift permütasyon için 


€123 — E231 ZE3i> — 1 


yazılabilir. Tek permütasyonda ise herhangi iki indis bir kez yerdeğiştirir. 
Örneğin, €123'de 1—2 indisleri değişirse e213 elde edilir. Neticede 


€213 > E132 > E321 — —İ 


durumları elde edilir. Levi-Civita tensörü kullanılarak vektörel çarpımının 
nasıl yapıldığına bakalım. A — A,e,* 42624 Azez ve B— Bıe,* B>e> 
--B3e3 vektörlerini ele alalım. 


AxB—(4Aıe14* 47621 A3e3) x (Bıe1* B>e>4* B3e3) 


— er(AzB3 — A3B3) 4 eş(43Bı— A: B3) 4 es(A41B2 — A42Bı) 
elde edilir. Bu ifadeye Cbristoffel sembollerini ekleyerek 


AxB—e(€133A42B3 4 €133A43B3) * €2(€931 A3B1-*e213A41B3) 


tez(ea12A1B2 4 €321A2B1) (1.35) 


biçiminde yazmak mümkündür. (1.35) eşitliğinin sağ tarafında parantez 
içindeki birinci terim, A x B işleminden elde edilen sonuç vektörün birinci 
bileşenidir. Benzer şekilde ikinci ve üçüncü terimler de sırasıyla ikinci ve 
üçüncü bileşenlerdir. 1, 2, 3 indislerinden 4, j, k indislerine geçersek tüm 
terimleri 

(A xB)i—ey.A;B; (1.36) 


tek bir ifade şeklinde yazmak mümkündür. Böylece vektör çarpımı indisler 
yardımıyla tek terime indirgenmiştir. Burada unutulmaması gereken i — 
1,2,3,7—1,2,3,k —1,2,3 değerlerini alabileceği, dolayısıyla 3.3.3 — 27 
tane sembol olduğudur. Hangi terimlerin sıfırdan farklı olacağını Christoffel 
sembollerine bırakın. Örneğin, i — lalınmışise j #1, k # 1 olmak 
durumundadır. Çünkü iki indis aynı ise &j;k — O olur. Ayrıca j ve k 
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indisleri de aynı olursa yine €;;x — O olacağından geriye iki seçenek kalıyor. 
i—1,j—2,k-—3 veyai—1l,j—3, k — 2 olması durumu. Sonuç 


(A xB)ı — &123A2B3 $ &133A43B> 
şeklindedir. €,23 — 1 ve €;32z — —1 olduğu hatırlanırsa birinci bileşen 
(A xB)ı - 4)B3 — AgB; 
olur. 


Örnek 1.7 A — Aje,-4 45e>4 4A3e3, B— Bıey4 Bze34-B3eg ve 
C — Cıe,*Cze3*Cgeg veriliyor. A - (B x C) çarpımını indirgeyin. 
Çözüm 1.7 
A -(BxC)—A(B x C);dij 


jJ —iiçin öğ/ — 1 ve diğer durumlar için ö;; — 0 olduğu hatırlanır ve B xC 
için (1.36) kullanılırsa 


— A;(B Xx C); — A,(Eijk BjCk) — EijkA,BjCk 
A: (B x C) —EijkA,B;Ck (1.37) 
elde edilir.B 


Acaba A x (B x C) üçlü vektör çarpımı için durum nedir? Üçlü vektör 
çarpım sonucunun bir vektör olduğunu biliyoruz. Çarpımın ilk aşamasında 
D—B x C olarak alırsak, sonuç vektörün : bileşeni için 


(A Xx (B x CO); — (A x D); — EijkA, Dk 
Dp — (B x C)k — Ekim BıCm yerine yazılırsa 
|(Ax(BxCO)|;— EğkEş A, BıCm (1.38) 


bulunur. Çarpımı sonuçlandırmak için €;jk€kim işleminin açılımını bilmek 
gerekir. Bu aşamada üç boyutlu uzayda Kronecker Delta ve Levi-Civita 
için bazı özellikleri vermek yararlı olacaktır: 


1 dü —d3 (1.39a) 

İİ. EşikElmk — ÖllÖğm — Öimöj (1.39b) 
ili. ÖiEiik —0 (1.39c) 

wv. €ijk€lik — 20; (1.39d) 

V. EijkEğik — 6. (1.39e) 
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(1.38)'i indirgemek için (1.39b) özelliğini kullanabiliriz. Ancak Ekm yerine 
Elmk yazmak gerekir. &ymk çift permütasyonla elde edildiğinden Ekm ile 
aynıdır. Buna göre 


(A x(BxCO)İ; — sijkEimk A, BiBm — (6i1öjm — 6im6ji) A; BıCm 
64özm A; BıCm — Sim6j1 A, BiCm 


yazılabilir. Birinci terimde / — ; ve m — j olmadıkça, ikinci terimde ise 
m zi vel j olmadıkça sonuç sıfırdır. Bu göre, birinci terim için (—i ve 
m2—ij, ikinci terimde ise 7n—i ve İ—j indis değişimi yapılırsa 

(A XxX (B XxX O); — A;BiC; Rİ A;B;Ci 

— Aş;C;Bı— A;B;Cı 

ifadesi elde edilir. Aynı indisleri taşıyan A,C; ve A;B; skaler çarpımdan 
gelmiş olmalı. Dolayısıyla A;C; — (A:-C) ve 4;B; — (A -B) yazılabilir. 
Böylece 

(AA x(BxC)|—(A-C)B,—(A.B)C; 


i bileşeni için elde edilen bu özdeşlikten genele geçebiliriz. B;— B veC;— C 
yazılırsa 
Ax(BxC)X(A-C)B-(A-B)C (1.40) 


işlem tamamlanmış olur. Böylece üçlü vektör çarpımı, skaler çarpım içeren 
iki tane terime indirgenmiş oldu. 


Örnek 1.8 (A xB).(A x B) işlemini iki yolla yapın. 

Çözüm 1.8 Birinci yol: Ax B—C diyelim. Bu durumda yapılması 
istenen işlem C - C —C;C; skaler çarpımına özdeştir. Diğer yandan 

(A xB)i—C;— eykAş;Br ifadesi kullanılırsa 


(A xB)-(A xB) — (&ğjk A; Bi)(€ğm Ar Bm) <(6j18km — 6ğm6ki) A; A, Bk Bm 
—öjökmAş;AB Bm — 6jmökLA; AlBi Bm 
—AşA;B,Bi — A;B;A,B, - (A -AYB-B)— (A -B)XA -B) 
(AxB)-(AxB)-42B?-(A.B) (141) 


bulunur. 
İkinci yol: (1.10)'da verilen |A x B| — ABS'in0 ifadesini kullanalım. 


(AxB).(AxB)—(AxB)? —(4BSin 0)? — A2B2Sin?9 
— A?B?(1— Cos29) — AB? — A2B?Cos20— A>B? — (ABCos0)” 
olur. (1.6)'da verilen A- B —ABC'os9 kullanılırsa 
(AxB).(AxB)—-42B?-(A.B) 
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bulunur. Bu (1.41) ile verilen sonuçla aynıdır. 


Örnek 1.9(A xB)-(CxD)—-(A-C)(B-.D)—-(A-D)B:.C)oldu- 
gunu gösterin. 
Çözüm 1.9 


(A xB):(C xD) — (ijkA;Bk)(EğimCi Dm) —(ÖğLökm — 8jm0ki) Ağ BkCıDm 
ZÖğİkm A; BkCıDm — 6jm6k1 A; BkCı Dm <A; BC; Dk — A; B,CkD; 
— (AşC;MBkDk) — (AjDşY(BkCk) 
(A xB)-(CxD)-(A-C)X/B-.D)-(A-D)B.-C) (1.42) 
bulunur. 
Örnek 1.10 Üç boyutlu uzayda öj; — 3 olduğunu gösterin. 
Çözüm 1.10 i—1,2, 3 değerlerini alır. Buna göre 


3 
Öğ <Y 6 61140224633 141413 
izl 
bulunur. Toplama sembolü yazılmasa bile orada bir toplam olduğu düşünül- 
melidir. 


Örnek 1.11 Üç boyutlu uzayda Eijk Eijk > 6 olduğunu gösterin. 
Çözüm 1.11 (1.39b) yardımı ile Eğik Eijk — Öji Ökk — ÖjkÖkg yazılabilir. 
Öjkökg — Öğ; olduğundan 
Eijk€ijk — Öjjökk — Öjj — 2 6jj Y 2 ökk Ez Y 1 6jj — 3 x 3 EE 3 — 6 


bulunur. 


Örnek 1.12 (A xB)x(CxD)-(A-(BxD)|C-JA.(BxC)|İD 
olduğunu gösterin. 

Çözüm 1.12 AxB—PF olsun. F x(C x D) ifadesini göz önüne 
alalım. Üçlü vektör çarpımı (1.40) ile verilmişti. Buna göre 


Fx(CxD)X(F-D)C-(F.C)D 
ifadesi yazılabilir. Şimdi F'yi yerine yazalım. 
(AxB)x(CxD)-(AxB)-DJC-K(A xB).C|JD 


olur. Skaler çarpımın değişme özelliği nedeniyle eşitliğin sağ tarafında köşeli 
parantez içindeki çarpanların yeri değiştirilirse 


(AxB)x(CxD)—|(D(A xB)|İC-(C.(A x B)İD 
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ifadesi elde edilir. Son olarak (1.28a) yardımıyla D/(A xB)—-—A-(BxD) 
veC.(AxB)—-A-(BxcC) yazılırsa 


(AxB)x(CxD)—-(A-(BxD)|C-JA-(BxCO)İD (1.43) 
özdeşliği elde edilir.M 
BÖLÜM SONU PROBLEMLERİ 


1.1 A—2i—-3j-kveB— 5it3j— k vektörleri veriliyor. 

a) A-B—? 

b) A-B—? 

c) A ile B vektörleri arasındaki dar açıyı bulun. 

d) A ve B vektörlerinin oluşturduğu düzlemin normalini bulun. 


1.2 A—i,B—j veC —k vektörleri veriliyor. 

a) D—A-4-BveE—A-C vektörlerini bulun. 

b) A,B, C, D ve E vektörlerini --z, 4-y, *z bölgesinde bulunan ve 
bir köşesi orijinde olan birim küp üzerinde gösterin. 

c) D ve E vektörleri yönündeki eg ve e, birim vektörleri elde edin. 

d) D ve E vektörleri arasındaki açıyı bulun. 

e) D ve E vektörlerinin oluşturduğu düzlem kaç birimdir? 

f) D ve E vektörlerinin oluşturduğu düzlemin normalini elde edin? 

g F—A-4B4ColmaküzereeD.(FxE) veD x (F x E) işlemlerini 


yapın. 


1.3 A —i*2j—k,B—jtkveC—i— k vektörlerini kullanarak 
A-(BxC)-B-(CxA)-C-(A x B) olduğunu gösterin. 


1.4 (A --B).(A—B) —A? — B? olduğunu ispatlayın. 


1.5 A—i-j-k, B—2i-4 mjs3k vektörlerinin dik olabilmesi için m 
sayısı ne olmalıdır? 


1.6 A,B, CvebD vektörleri aynı düzlemdeiseler (A x B) x (C x D) —-0 
olduğunu gösterin. 


1.7 Bir parçacığın konum ve hız vektörleri zamanın fonksiyonu olarak 
sırasıyla r(t) —t3i — 20) 4 (2 — 28)k, v(t) —382i— 2t j4 (2t— 2)k şeklinde 
veriliyor. v hız vektörünün Z7y düzlemine paralel olduğu anda konum vek- 
törünü bulun. 


1.8 m kütleli bir cisim F —6i*8j N'luk bir kuvvetin etkisiyle zy dü- 
zleminde d —4i 4 3j m yer değiştiriyor. Kuvvetin yaptığı işi W — F.d 
çarpımından yararlanarak hesaplayın. 
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1.90-—5.0x10-19 C yükü taşıyan bir cisim v — 109j m/s hızıyla hem 
E — 109i N/C ile verilen bir elektrik alanın, hem de B — Ik T ile verilen 
bir manyetik alanın bulunduğu bir noktaya giriyor. O anda, yüklü cisme 
etkiyen Lorentz kuvvetini F — O(E 4 v x B) yardımı ile hesaplayın. 


BİR ALANIN TÜREVİ 


ve VEKTÖR İNTEGRAL 


Bu bölümde, skaler ve vektörel alanların türevleri ile çizgi, yüzey ve 
hacim integralleri verildikten sonra, temel integral teoremler incelenecektir. 


2.1 Skaler ve Vektör Alanlar 


Genel olarak konumun ve zamanın fonksiyonu olan çok değişkenli iki 
çeşit alan tanımlanabilir. Biri, /(r,t) — f(7,y,z,t) yön içermeyen fakat 
konumun ve zamanın değişmesiyle değeri değişebilen skaler alan iken, diğeri 
A(r,# —A(r,y,z,t) şiddeti ve yönü, konuma ve zamana göre değişebilen 
vektör alandır. Sabitler ve sabit vektörler sırasıyla skaler ve vektör alanların 
özel bir durumu olarak düşünülebilir. Bazı vektörel alanlar Şekil 2.la,b,c'de 
verilmiştir. Çok değişkenli fonksiyonların bağlı olduğu değişkenlerden her- 
hangi birine göre türevi, kısmi türev olarak bilinir. Kısmi türev, bağımsız 
değişkenlerinden biri hariç diğerleri sabitken fonksiyonun tek değişkene göre 
değişimini verir. Değişkenler Z, şeklinde indislenirse, kısmi türev az biçi- 
minde yazılır. 


# 
9 | a | 
Kd E 
2N 
sta, < 
g i b B 


Şekil 2.la Noktsal bir yükün Şekil 2.1Ib Akım taşıyan bir telin 
E alanı B alanı 


NAL 
e — 


Şekil 2.1c Bir akışkanın bir engel etrafındaki v alanı 
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2.2 Skaler ve Vektör Alanların Zamana Göre Türevi 


Katezyen koordinatlarda A(T,y, z,t) — Az(T,y,2,t)i* Ay(,y,2,t)j)* 
A;,(T,y,z,t)k vektör ve f(7, y, z, t) skaler alanlarını göz önüne alalım. Skaler 
alanın zamana göre kısmi türevi biçimsel olarak 


df(z,y,2,t) 
OL (2.1) 
şeklinde yazılırken, vektör alanın türevi ise 
dA(r,y,z,t) OOAzl(ı,y,z,t)i  BA,(ı,y,z,t)j 0A:(ı,y,z,t)k 
e m e Çi e 


biçimindedir. Burada A,(7,y,2,t), Ay(1,y,z,t) ve A,(1,y,z,t) vektör 
alanın bileşenleridir. Bir vektörün türevi alınırken, her bir bileşenin türevi- 
nin ilgili birim vektörün yanına yazılması gerekir. /(7,y,z,t) ve A(7,y,z2,t) 
açıkça verilirse türevler alınabilir. 


Örnek 2.1 --z yönünde ilerleyen bir düzlem dalga Y(Z, t) — Aeilkz-wt) 
ile tanımlanır. Burada A, k, i vew sabitlerdir. Zamana göre kısmi türevi 
bulun. pa —? 

Çözüm 2.1 İstenen kısmi türev 


i(kı—wt) : 
DM. Zi — iv Aeilke- < uy(a,t) 
bulunur. 


Örnek 2.2 Bir vektör alanı F(T,y,z,t) — FyCos(wt)lzi*- yj--zk| olarak 
verilmektedir. Burada Fp ve w sabitlerdir. a —? 


Çözüm 2.2 Zamana göre kısmi türev alınırsa 


a > 5, FoCoslut)lzi $yj4 2k) — —wRSin(et)lri Ky) 4 2k) 
bulunur. 


Türev Özellikleri 

f skaler, A ve B vektör alanlar olmak üzere aşağıdaki eşitlikler yazıla- 
bilir: 

i dOA4B) dA dB 


» gt (2.3) 

ül. LR EŞ (2.4) 
AB) .PA 98 as) 
iv. MAD Asa 2 (2.6) 
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2.3 Del İşlemcisinin Skaler ve Vektör Alanlara Etkisi 


Bu kesimde, bir skaler veya vektör alanın konuma göre türevini alan 
ancak vektör gibi işlev gören bir işlemciyi tanımlayarak başlayalım. Del 
yada Nabla olarak isimlendirilen ve V sembolü ile gösterilen bu işlemcinin 
kartezyen koordinatlardaki ifadesi 


Ye eş iy 
öy 


öz öz (2.7) 


biçimindedir. (2.7)'den görüldüğü gibi V işlemcisi hem kısmi türevi hem 
de i, j, k birim vektörlerini içermektedir. Yani; V işlemcisi bir vektör 
diferansiyel işlemcidir. V işlemcisi skaler veya vektörel bir alana etki ederek 
üç ayrı sonuç üretir. Her bir sonucun fiziksel yorumu farklıdır. 


2.3.1 Gradyan 


Birincisi, V işlemcisinin bir f(7, y, z) skaler alana etkisiyle tanımlanan 
gradyandır. Bu 


grad(f) —V f— izi sizl * zl (2.8) 


biçimindedir. Gradyan işlemi sonucunda bileşenleri gl, Şi gi olan bir vek- 
tör alanı elde edilir. f fonksiyonu, elektrostatik veya kütle çekim potan- 
siyeli olabileceği gibi, bir ortamın sıcaklık dağılımını veren bir fonksiyon, 
hatta bir yamacın geometrik yapısını tanımlayan bir yüzey fonksiyonu da 
olabilir. Eğer f potansiyel ise grad(f) bir işaret farkı ile kuvveti verir: 


F——Vİ 


Eğer f bir yamacın yüzey fonksiyonu ise, gradyan belli bir P(Z0, yo, 20) 
noktasından hangi doğrultuda gidilirse sarplığının en fazla değişeceğini be- 
lirler. Bunun gibi, göz önüne alınan fonksiyona göre gradyanı farklı biçim- 
lerde yorumlamak mümkündür. 


Örnek 2.3 Yay sabiti £ olan bir yayın doğal boyu zo olsun. Bu yayın 
boyu Ar — ı—zp kadar gerilirse, yayda depolanan potansiyel enerji V(1) — 


aklı — zg)? ile verilir. Yayda oluşan kuvveti bulun. 
Çözüm 2.3 Gradyan işlemlemi yapılırsa 


F——VV(1)- ai 1 — ro)'i) ——k(z— zoji 


bulunur. 
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Örnek 2.4r yer vektörünün büyüklüğününe bağlı bir f(r) skaler alanın 
gradyanı hesaplayın. 
Çözüm 2.4r—7i-*yj- zk şeklindeki yer vektörü büyüklüğünün 


r(7,y,2)—vV1?24y2 422 


ile verildiğini biliyoruz. r(7,y, 2) ifadesi r'nin z, y ve z'nin fonksiyonu 
olduğunu gösteriyor. Gradyanı yazıp türev için zincir kuralı uygulanırsa 
öf. Öf ,0f ,di)ör dirör diir)ör 


VE >. pip, Kg, i “dr öz dr ği dr Öz 


(29) 


elde edilir. Şimdi dike) Or ile verilen birinci bileşeni hesaplayalım. 


ör ör 2 a2)? 1 > 
5: “ ( 2) — 5142) 297 


ZI 
ir (x2 * y2 * z2)1/2 


olduğundan birinci bileşen deyer EE 2 e) olur. Benzer şekilde ikinci ve 


üçüncü bileşenler için işlem yapılırsa dür) Şe — yar) ve İ a gr — z gn) 
elde edilir. Elde edilenler (2.9)'da yerine yazılırsa 


yp SO) sidir), 2kdfir) 


I 
7 


r dr r dr r dr 
(7i-4-yj-4* zk)df(r) rdf(r) dfi(r) 
şa e — — — ep e — 
r dr r dr dr 


olarak bulunur. Burada 7 — *, yer vektörü yönündeki birim vektördür.M 


f(7,y, 2) skaler alanının r — ri*yj-4 zk noktası ile ondan sonsuz küçük 
dr — dzi * dyj 4 dzk kadar uzaktaki r4dr noktalarında aldığı değerler 
sırasıyla f(r), /(r--dr) olsun. f'deki sonsuz küçük değişim 


df — f(r) — f(r-4dr) — f(1,y,2)— f(74*dr,y*dy,z4dz) (2.10) 
biçimindedir. Diğer yandan zincir kuralı kullanılarak f(7,y,z)'in diferan- 


siyeli 
df — laz # Zay * Ol az (2.11) 


olarak yazılabilir. (2.10) ve ii in sol tarafları eşit olduğuna göre, sağ 
tarafları eşit olmalıdır. Bu durumda 
öf öf öf 


df — Hr,y, z) 5 Hı * dı,y * dy,z * dz) — dr 7 L-İ- By“ Yİ 0, 2 (2.12) 
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elde edilir. Vf -dr skaler çarpımı yapılırsa 


Vf -.dr 


( Sİ ZLrkği zi ) (drisdyj-dzk) 
84, af, öf 
— Gideriz dit 


olur. (2.12) ve (2.13) karşılaştırıldığında 


——dz (2.13) 


df —-Wf:-dr (2.14) 


olduğu anlaşılır. (2.14)'ten yararlanarak bazı sonuçlar çıkarmak mümkündür: 


; Zr 
Vİ 
Şekil 2.2a Düzlemde gradyan vektörü Şekil 2.2b İki eşpotansiyel yüzey 


i. Şekil 2.2a'da verilen f(7, y, 2) — Cı, yüzeyini ele alalım. Bu yüzeyde 
iki nokta P) ve P> olsun. Öyleki P;, P,'den dr kadar ötede olsun. f(7, y, 2) — 
Cı yüzeyindeki keyfi tüm noktalar için f'nin alacağı değer C, olacağın- 
dan f(Pı) — f(P») olur. Dolayısıyla P,'den P'ye gidildiğinde fark df — 
#(P:) — f(Pı) —O olur. Bu göre 


df —- Vf dr —0 


olur. Buda Vf.1dr olduğunu gösterir. dr, f(T,y, z) — Cı yüzeyinin içinde 
kaldığından, Vf göz önüne alınan noktada yüzey normali yönündedir. 

ii. Bu kez Şekil 2.2b'de verilen, f(T,y, 2) — Cı ve f(1,y,z) — C> olan 
ardışık iki yüzeyi göz önüne alalım. P, noktası f(7,y, 2) — Cı yüzeyinde, 
P» ise f(7,y,z) — C> yüzeyinde olsun. 


df—Vf-dr—|V flldr|Cos9 (2.15) 


ile verilen df maksimum değerini Cos — 1, yani 0 — O iken alır. Öyleyse 
P,'den P>'ye Vf yönünde gidilirse, 4#£ — f(P>) — f(Pı) — C>—Cı farkı 
maksimum olur. 


Örnek 2.5 Şekil 2.3 'deki gibi 72 4 y? 4 z — 9 ile verilen dairesel 
paraboloid'in yüzeyinde P(1, 2, 4) noktasında a) Yüzey normalini b) Teğet 
düzlemin denklemini bulunuz. 
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Çözüm 2.Sa) P(1,2, 4) noktası f(7,y,2) 724 y? 4z — 9 yüzey 
denklemini sağladığından yani 12 4 22 4 4 — 9 olduğundan, paraboloidin 
yüzeyinde bir noktadır. Bu noktada yüzey normalinin Vf yönünde olduğu- 
nu biliyoruz. Öyleyse V f'nin P noktasındaki değerini bulmalıyız. 


My iz) ç gö ty #2) Att) 
öz öy Öz 
Vflp — 2ri *2y)*kip24) -2i44j4k 


olur. Yüzey normalini bulmak için V/'yi |Vf/'ye bölmeliyiz. |Vf| — 
V22 442 41 — V21 olduğundan P noktasındaki yüzey normali fi 


Vİ 2it4jik 
VA O V21 


Vİ 


i—n— 


olarak bulunur. 


Teğet 
Düzlem 


Şekil 2.3 P(1, 2, 4) noktasında paraboloid'e teğet düzlem 


b) Teğet düzlemin içinde bulunan, P(1,2, 4) ve O(7, y, z)noktalarından 
geçen d doğrusu 


d—(2—7z0)i*(Y—yo)jt(2—z20)k-(7—1)i4(y—2)j*t(2—-4)k 


ile verilir. Teğet düzlemin içindeki d doğrusu P noktasında Vf vektörüne 
dik olacağından, teğet düzlemin denklemi 


Vf -d—0 
ile belirlenebilir. Gerekli işlemler yapılırsa, teğet düzlemin denklemi 
Vf-d—(2i-4j4k)-(7— 1)i-(y— 2)j-(z — 4)k) —0 


2(7—1)44(Y—2)41(2—4)-0 
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21 44y42—14 —0 


olarak bulunur. 
Örnek 2.6 Uzayın belli bir bölgesindeki sıcaklık dağılımı 
T(1,y,2)—130—12—y>—z? 


ile veriliyor. P(1,1, 1) noktasında hangi doğrultuda gidilirse sıcaklık değişi- 
mi maksimum olur? 
Çözüm 2.6 Vİ|p — —2zi — 2yj— 2zk|pı , 1) > -2i 4) 4k). 


2.3.2 Diverjans 


V işlemcisinin bir skaler alana etkisinden sonra, bir vektör alana etkisine 
geçebiliriz. V işlemcisi bir vektör diferansiyel işlemci olduğundan, kendin- 
den sonra gelen bir vektör ":" veya "x" çarpımlarından biriyle yazılabilir. 
İlkin V - A ile tanımlanan diverjans işlemine bakalım: 


A(7,y,2) — Az(I,y,2)i4 Ay(1,y,2)j4A;(7, y, z)k şeklindeki bir vektör 
alanın diverjansı 
divA—V-A— Mp 2) “|Ax(r,y, 2)i-Ay(1,y.z)j*-A:(z,y, z2)k) 
ör “Oy Öz ki ki iel 
dA,(I, Y, z) z dAy(I, Y, z) Bi 0A,(Z, Y, z) 
Or Oy Oz 


biçimindedir. Bir vektör alanın diverjansı, skaler bir alandır. Ancak özel 
olarak sabit bir vektörün diverjansı sıfırdır. Uzayın bir noktasında bir 
vektörün diverjansı göz önüne alınan noktada vektör alanı oluşturan bir 
kaynağın olup olmadığını belirler. Pozitif, negatif veya sıfır değerlerinden 
birini alabilir. Sıkışabilir akışkan örneği klasik hale gelmiştir. Uzayın bir 
noktasında birim zamanda birim yüzeyden çıkan akışkan miktarı pv ile 
verilir. Burada p(2, y, z), akışkanın (7, y, z) noktasındaki yoğunluğu, v ise 
hızıdır. V-(pv); (7,y, 2) noktasında birim zamanda ve birim hacim başına 
dıdydz hacim elemanı içinden çıkan net akışkan miktarıdır. Genel olarak 
akışkanın yoğunluğu zamanın da fonksiyonudur. p(7, y, z, t) için süreklilik 
denklemini yazmak yararlı olacaktır: 


divVA-V-A— (2.16) 


dp(7,y,z,t) 
Bi -V 


Süreklilik denkleminin bazı sonuçları şöyle verilebilir: 

i. Eğer akışkanın yoğunluğu yani birim hacim başına akışkan miktarı 
zamanla değişiyorsa , onu değiştiren bir kaynak vardır. Bu kaynak pozitif 
veya negatif olabilir. 


-(pv) <0 (2.17) 
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ü. Eğer akışkanın yoğunluğu zamanla değişmiyorsa yani sabit ise, 2e — 
O'dır. Buna özdeş olarak V .(pv) —0 olur. 


Fizikte sıklıkla karşılaştığımız vektör alanlar sadece akışkan için yazılan 
pv alanından ibaret değildir. Elektrostatik alan E, kütle çekim alanı g ve 
manyetik alan B bunlardan bazılarıdır. Bu alanları oluşturan kaynaklar 
sırasıyla elektriksel yük, kütle ve elektrik akımıdır. Pozitif noktasal bir 
yükü göz önüne alalım(Şekil 2.la). Elektrik alan çizgileri yükün olduğu 
noktadan dışarıya doğru tasvir edilir. Bu durumda pozitif nokta yükün 
oluşturduğu elektrik alanın diverjansı V - E >0'dır. Negatif noktasal bir 
yük için durum bunun tersidir. Elektrik alan çizgileri noktasal yüke doğru 
gelip yükte sonlanırlar. Bu nedenle V . E <0O'dır. Manyetik alan B'nin 
diverjansının V - B —0 olduğunu belirtelim. Manyetik alan çizgileri kapalı 
bir eğri oluşturur(Şekil 2.1b). Dolayısıyla manyetik alan çizgilerinin nerede 
başlayıp ıraksadığı belirlenemez. Elektrik alan için süreklilik denklemi 


dp 
öt 


biçimindedir. Burada p elektriksel yük yoğunluğudur. Diğer yandan statik 
elektrik alanın diverjansı ile yük yoğunluğu arasında 


Vv.E—-£ (2.19) 
€o 


-V-E—0 (2.18) 


bağıntısı vardır. Burada &p boş uzayın elektrik alan geçirgenliğidir. Kuan- 
tum mekaniğinde süreklilik denklemi 


dp 
öt 
şeklinde yazılır. sistemin durumunu belirleyen dalga fonksiyonu olmak 


üzere, p — Y'U ile verilen olasılık yoğunluğu iken, J akı yoğunluğu adını 
alır. 


-V-3—0 (2.20) 


Örnek 2.7 r—zi--yj-4 zk yer vektörünün diverjansını hesaplayın ve 
yorumlayın. 
Çözüm 2.7 Diverjans işlemi yapılırsa 


MEY d e 
V.-r — (ğe tiz tk ) eityitak) 
o Öz öy öz. 
— 513, 1ğ,7111113 


bulunur. Üç boyutlu uzayda yer vektörü 3 bileşene sahiptir. Bu bileşenler 
orijinden yani (0, 0,0) noktasından çıkmakta ve biri --7, diğeri --y, sonun- 
cusu da 42 yönünde uzaklaşmaktadır. 
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Örnek 2.8 A(27,y,2) — (52 4 4y2)i4* (2y?-4*-2)j)-4(1— 22 4 z3)k vek- 
tör alanının diverjansını hesaplayarak P(1,1,—1) noktasındaki değerini bu- 
lunuz. 


Çözüm 2.8 V . A -26714) | day te) | OLE EE) 5 4 20y — 22 


V -Alpayı,y) 25 42.11 — 2(—1) — 9 bulunur. 


Örnek 2.9 r yer vektörü ve f(r) ise r'nin fonksiyonu bir skaler alan 
olmak üzere V -(r f(r)| —? 
Çözüm 2.9r f(r)—izf(r) -ijy/f(r)*kzf(r) olduğundan 


V (rf o) - (iz; za tiz #kğz): izf(r) Kiyf(r)-kzf(r)| 


— Olefini , olufirii , ölefir) 
Ör “âöy Öz 


yi SE LAK, 


e İL 21 fn) 


Öz 


ii HZ #2 nz iz 


z öz 54 öz b yi 
HK nz * 2). * Mail Hr) 
olur. (2 *t zi El 2) —3 ve |ğ. *v35 8) —r. V olduğundan 


Velirf(n)l3f(r) *r. Vr) 


elde edilir. Son olarak Örnek 2.4”te elde edilmiş olan V f(r) — F gin) eşitliği 
kullanılırsa 


in). 


3f(r) * 


V-(rf(r)) —3f4(r) *r.f ze 


elde edilir. 


Örnek 2.10 Uzayın sonlu bir bülgiinieri bir yük dağılımının oluş- 
turduğu elektrik alan E(7,y,2z) — A(zyi* 1 3T 25 4 z?k) ile verilmektedir. 
Burada A uygun birimli bir sabittir. Yük Höğünliik bulun. p —? 

Çözüm 2.10 Diverjans yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 


— E(V - E) —epA (ça ” e, 2) — Aso(y * 22) 


bulunur.M 
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2.3.3 Rotasyonel 


Artık sıra V x A ile tanımlanan rotasyonel işlemine gelmiş bulunuyor. 
A(7,y,2) — Az(T,y,2)i* Ay(7,y,2))* A,(I,y,z)k şeklindeki bir vektör 
alanını göz önüne alalım. A vektörünün rotasyoneli 

i j k 
TotA—VxA- 2 z 2 


A,(I, Y, z) Ay(T, Y, z) A:(T, , z) 


(2.21) 


olarak yazılabilir. Gerekli işlemler yapılırsa 


04. dA,),,(d4: OA),, (By. da: 
öy ze) (5 ZE) EE e) Dz 


olur. Bu işlem iki vektörün vektörel çarpımına benzemekle birlikte V x 
A #—A x V olduğunu belirtmek gerekir. Bir vektör alanın rotasyoneli 
sıfır değilse sonuç yine bir vektör alandır. Özel olarak sabit bir vektörün 
rotasyoneli sıfırdır. 


TotA — i( 


Örnek 2.11 r—zi-4yj- zk yer vektörünün rotasyonelini hesaplayın. 
Çözüm 2.11 r vektörü (2.21) ile verilen rotasyonel ifadesinde yerine 
konur ve gerekli işlemler yapılırsa 


I 5 k 
rotr — Vxr— z z 2 
s y z 


ez (EM puf e) 
dy öz l dz ör dör öy) 
bulunur. B 


Yukarıdaki örnekten görüldüğü gibi yer vektörünün rotasyoneli sıfırdır. 
E elektrostatik alanın da rotasyoneli V x E —0'dır. O zaman şöyle bir soru 
sorarak konuyu açıklığa kavuşturmaya çalışalım: Açıkça verilmediği halde 
bir vektör alanın rotasyonelinin sıfır olup olmayacağını nasıl öngörebiliz? 
Akım taşıyan bir telin etrafında oluşan manyetik alan çizgilerinin kapalı 
eğriler oluşturduklarını biliyoruz. Bu burgusal özellik girdaplı akan bir 
akarsuda da görülür. Girdaplı suya bırakılan bir pervane dönmeye başlar. 
Elektrik motorlarında dönme manyetik alanla sağlanır. Bu misallerden 
şöyle bir tahminde bulunabiliriz. Eğer bir vektör alanın çizgileri kapalı bir 
eğri oluşturuyorsa yani selenoidal yapısı varsa, rotasyoneli sıfırdan farklı 
olacaktır. Örneğin, manyetik alanın rotasyoneli sıfırdan farklıdır, yani V x 
B #0 olur. 


Örnek 2.12 Bir F(T,y, 2) — eZyi- (e? *2y)j vektör alanı veriliyor. Bu 
vektör alanı selenoidal midir? 
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Çözüm 2.12 Verilen vektör alanın bileşenleri F, — e'y, FE, —e” 4 2y, 
F, — 0'dır. Buna göre 


.70(0) (e *2y))  (ö(ey) 0(0) 
Za Jj -22) 
k de 4 2y) <2) 
dr Oy 
— i(0—0) 4j(0—0) 4 k(e?” — e”) —0 


VxEF 


bulunur. V x F —0 olduğundan F vektör alanı selenoidal değildir. 
V İçeren Çarpımların Özellikleri: 


A ve B vektör alanlar, / ise bir skaler alan olmak üzere aşağıdaki 
özdeşlikler yazılabilir: 


i. V(A-B) - (B-'VA-4(A-V)B 


-*Bx(VxA)J)-Ax(VxB) 2.23) 


( 
ü.V:- (A) (Vİ) -A-f(V A) (2.24) 
ül. V x(fA) —/(V xA)-(Vİ)xA (2.25) 
vu. V-.(AxB)—-B-(VxA)-A-(VxB) (2.26) 
vu. Vx(AxB)—-A(V-.B)4*-(B.VWA—-(A-VB—B(V-A) (2.27) 
Örnek 2.13 Üç boyutlu uzayda A — Ae 47e)4* Azez veB — Bıe,* 

B3e> * Bgeg vektör alanları veriyor la x (V x B)|, işlemini yapınız. 
Çözüm 2.13 Kısmi türevi — Öşi — 1,2,3 biçiminde indislerle 
gösterirsek, gradyan işlemcisi V — e,dı 4 ez04 4 egö olarak yazılabilir. 
A x (V x B) işleminin sonucu bir vektör olacağından, sonuç vektörün i. 


bileşeni 
(A x(V xB)İ; — Ek Aj(V x B)k 


olarak yazılabilir. Burada i,j,k birim vektör olmayıp indislerdir. Diğer 
yandan eşitliğin sağ tarafında parantez içindeki ifade 


(VW x Bİ), — Ekimdi Bm 
olarak yazılabileceğinden 
(A x(V x Bi); — Eğik Ajekim8 Bm — EğjkEkim Ajdı Bm — Eijk€tmk Ağlı Bm 
olur. (1.39b) ile verilen Eğik€tmk — Öğ Öğm — Öimöji özelliği kullanılırsa 


(A xX(V xBİİ; — (64özm—öimö ji) Aj0) Bm — 651Ö m Ağ) Bm —6im6 jı j0) Bm 
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(A x (W x B)|; — A;â;B; o A;0;Bi — A;0;B; > (A ş V)B; (2.28) 


olarak elde edilir. 


Örnek 2.14 (2.23) ile verilen özdeşliği elde edin. 
Çözüm 2.14 (2.28) ile verilen özdeşliği tekrar göz önüne alalım: 


(A x(VxB)|,— 4,4B,—(A- V)B; 
A S5 B değişimi yapılırsa 

(BXx(V xA)l,— B;â.4;,—(B. V)A4; 
elde edililir. Bu iki özdeşlik taraf tarafa toplanırsa 


(A x(V xB)|;4- (Bx(VxA)|, — (4;8,B;4 B;â.Aj) 
(A: V)B;— (B- V)A; 


olarak yazılabilir. A;0;B; * B;8; A; — 6(B;4;) — 6.(A - B) olduğundan i. 
bileşen için 


(A x(V xB)İ|;4-(Bx(V xA)l, —-0(A-B)—(A- V)B;—(B- V)A4; 
ifadesi bulunur. ;. bileşen için olan bu sonuç genellenirse 
Ax(VxB)-Bx(VxA)-V(A-B)-(A-VB-(B-.V)JA 
bulunur. V(A - B) terimi yalnız bırakılırsa 
V(A-B)—-(B-VWA-4-(A-VB*-Bx(VxA)Js-Ax(VxB) 
bulunur. 


Örnek 2.15 (2.27) özdeşliğini ispatlayın. 
Çözüm 2.15 V x (A x B) işleminin i. bileşeni ile başlayalım. 


İV X(AXxB)); — &ğL0;(A x Bi) — Eijkekim0i A Bm 
— Eğik ElmkOj AtBım — (6ğ16jm — 6im6j1)0j A1Bım 
MW x (A Xx B)|; — Ö0;A;B; e 0; A;Bi 


elde edilir. 9/4;B; ve 0; A4;B); terimleri için çarpımın türevi uygulanır ve 
gerekli işlemler yapılırsa 


0;A;B; — A;0;B; *t B;0; A; — A(V : B) *t (B : V)A; 


Ö0;A;B. — A;0;B. * B;0;A; —(A- V)B; * BI(V - A) 
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elde edilir. Bu ifadeler yerine yazılırsa, ?. bileşen için 
IVx(AxB)|;,—-A(V-B)--(B-V)4;— (A - V)B;— B(V - A) 
bulunur. Şimdi genellenirse 
Vx(AxB)—-A(V-B)-(B.VWA-(A-VWB—B(V- A) 


elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 


Örnek 2.16 w — ejwj --e3w2--e3w3 sabit bir açısal hız vektörü olmak 
üzere, v—w XT tanımını kullanarak w —i(V x v) olduğunu gösterin. Bu- 
rada v çizisel hızdır. 

Çözüm 2.16 (2.27) özdeşliğinde A—wveB—r yazılırsa 


Vxv—-Vx(wx1)—-w(V:r)4(£- Vw —(w V)r—r(V -w) 


w — sabit olduğundan V - w —0 ve (r - V)w —O olur. Geriye kalan (w - V)r 
vew(V -r) terimlerini hesaplayalım. 


(w- Vr — (4 014*w303 * W303)(€171-*-€2121 6313) 


— elWyÖlT1 4 ezw0217 4 ezwzÖy13 


olarak yazılabilir. Burada i # j için 8:7; — 0 kullanıldı. Ör, — Öz7> — 
Ö3r3 — 1 olduğundan 


(W- V)r — eyw e3w2 4 ezwz -w 


bulunur. r'nin diverjansı V -r —3 olduğundan w(V -r) — 3w olur. Sonuç 
olarak 


V XV <3 — <2 9 7 XV) 
elde edilir.M 


2.3.4 İkinci Türevler 


f skaler, A vektör alan olmak üzere V işlemcisini iki kez kullanarak 
beş ardışık türev tanımlamak mümkündür. 


i. divgrad(f) -V-(Wf) (2.29) 
ü. rotgrad(f) — Vx (VW f) (2.30) 
ül. graddiv A—- V(V -A) (2.31) 
iv. divrotA— V-(V x A) (2.32) 
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v.rotrotA—V x(V xA) (2.33) 


(2.30) ve (2.32) ile verilen türevler daima sıfırdır. (2.29) ile verilen ifade 
kartezyen koordinatlarda 


V-.(V/)— (iz; 2 il #kğz) (6ğl siğil 2) 


0 0 0 0 
öf Pİ 2 
V-.(V/)-—— La 0 * 0:2 “ — Vİ 
biçiminde olur ve /'nin Laplasiyeni denir. V? Laplace işlemcisi 
2 2 
v — ii ğ (2.34) 


öz) “öy öz 
şeklindedir. Kartezyen koordinatlarda (2.31) ifadesi 


,0  ,0 ö , i 
VV-A)—-V | tiz, #kğz) »(Azi * Ayj #44) 


— NA a ÖÂz ÖA,  ÖA: 
iğ Ör oy öz 
A, Şi RA, 
01? öröy drdz 
(Az PA, PA, NA, BA, BA, 
i (55: Wi dy? e 55) vk (55 özöy oöz? ) 2:80) 


biçimindedir. Sonuç bir vektör alandır. Benzer işlemleri (2.33) için de 
yapmak mümkündür. Burada da sonuç yine bir vektör alanıdır. 


Örnek 2.17 (2.30) ile verilen ifadesinin sıfır olduğunu gösteriniz. 
Çözüm 2.17 Kartezyen koordinatlarda keyfi bir skaler f(T, y, 2) alanı 
için 


i Jj k 
la 3 a â0f 0Öf 
iğ Bi Bi 2 |- (553 - 5:0.) 


si(gz - 5-02) Klüza- e) 


özdr Öröz özdy öyözr 
biçimindedir. Burada Dİ — 23 i 23 li — 23 ve 2g > öl 
olduğundan 
Vx (MV) 


bulunur. f keyfi olduğundan sonuç daima doğrudur. 
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Örnek 2.18 (2.32) ile verilen ifadesinin sıfır olduğunu gösteriniz. 
Çözüm 2.18 Bu ispat için indisli Nabla işlemcisi V — e,01--e202--e3ö3 
ve A — Ajej * 45e, 4 Aze vektör alanını kullanalım. 


V.(V x A) —0(V x A)i — 8€ijk0j Bk > EğjkiO; Bk 
— E€12301Ö2B3 * €1320103B2 4 €2310203Bı 
*E2130201 B3 * €3120381 B2 * €3210582Bı 
€123 — €231 — €317 — İ ve €132 — €313 — E3>1ı — —1 olduğundan 
V.(V x A) —81823B3 — 8,03 Bz 4 8203 Bı — 820) Bz 4 8581 Bz — 8362Bı 


— (8403 — 0382)Bı * (838) — 8,83) B 4 (8183 — 61) B3 


bulunur. Ardışık türevler için 50, — 848), 0301 — 9103 ve ıd; — 0301 
olduğundan 
V.(V xA)—0 


bulunur. A vektör alanı keyfi olduğundan sonuç daima doğrudur.M 


2.4 Vektör İntegral 


Türevden sonra integrale başlayabiliriz. Vektör integral deyimi ile her 
hangi bir vektörel nicelik içeren integral kastedilmektedir. Vektör integrali 
çizgi, yüzey ve hacim integrali olarak üç kısımda incelemek uygundur. İlk 
olarak çizgi veya diğer adıyla eğrisel integral ile başlayalım. 


2.4.1 Çizgi İntegrali 
Kartezyen koordinatlarda sonsuz küçük yer değiştirme dr — dzi* dyj-* 


dzk olmak üzere, bir C eğrisi boyunca üç çeşit çizgi integrali tanımlanabilir. 
İ(T,y, 2) skaler, A —A,i--A,j*A,k vektör alanı olmak üzere bunlar; 


i Jsar-iffarsifrayıkffaz (2.36) 
C C C C 
ü. Ja .dr — | Azâz * J Asd * | Azdz (2.37) 
C C C C 
ili. Ja xdr -i | Ayaz — Azdıy) Hi saz — Azdz) 
C C C 


*k J (Azdy — Aydı) (2.38) 
C 
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şeklindedir. 


Örnek 2.19 Bir f(7,y,2) — 12zy?23 skaler alanı veriliyor. Şekil 2.4'te 
verilen 0(0, 0,0) noktasından başlayarak önce A4(1,0,0) noktasına sonra 
oradan B(1,1,0) noktasına ve oradan da C(1,1, 1) noktasına giden doğrular 
boyunca ( fdr çizgi integralini hesaplayın. 

C 


z 
C 
3 
ii C, Yy 
C, 
A 
TI B 


Şekil 2.4 Üç parçalı eğri 


Çözüm 2.19 C eğrisi C— C,-C€>--C3 şeklinde üç vektörün birleşi- 

minden oluşuyor. Bu nedenle eğrisel integral J fdr —| fdr4 ( fdr* | fdr 
Cı C>3 C3 

şeklinde yazılabilir. Sonuç bu üç integralin o olacaktır. Her bir eğri 
boyunca integralleri hesaplayalım. 

Cı yolu: 0(0,0,0)—A4(1,0,0) boyunca y—0vez-—0O'dır. zise0 < 
7 < 1 aralığında değişmektedir. dy — dz — 0 olacağından dr — dzi olur. 
Böylece; 

J fer —i /fdr — ifamdz - 1612y? le 00 — 0 bulunur. 

Cı 
C yolu: A(1,0, 0)--B(I, 1,0) boyuncaaz—Ivez-—0'dır. yise0 < 


y <1 aralığında değişmektedir. dr — dz — 0 olacağından dr — dyj olur. 
Böylece; 


B 
J fdr —i | fdy —jf12xy?23dy — j4xy923|09 — 0 bulunur. Son olarak, 
C; 2 A Si 


C3 yolu: B(1,1,0)—C(1,1,1) boyunca z—lIvey—l'dir. zise0< 
z < 1 aralığında değişmektedir. dr — dy — 0 olacağından dr — dzk olur. 
Böylece; 

LR —k /fdz — kflamyrldz - — k3z2y7z4)8 — — 3k bulunur. 

Cı 

Örnek 2.20 Bir F(z, y)—zi--yj kuvvet alanının etkisiyle bir cisim y — 
12 eğrisi boyunca A(0,0) noktasından B(1,1) noktasına hareket ediyor. 
Yapılan işi hesaplayın. 


Bölüm 2 Bir Alanın Türevi ve Vektör İntegral 37 


Çözüm 2.20 Değişen bir kuvvetin yaptığı iş W— /( F-dr şeklinde tanım- 
lanır. 
W—fP-dr — ((zi--yi) - (dzi * dyj) — | zdz*ydy 
yz 712, dy—2rdz yazılırsa 
1 
W— | (24219)dr — > * xI —(4* 4) — (0) —1 bulunur. 


1—0 
2.4.2 Yüzey İntegrali 


Üç boyutlu uzayda herhangi bir P(Z, y, z) noktasında 4(7,y,2) — O 
biçimindeki denklemle tanımlanan geometri bir yüzey tanımlar. Örneğin 
kartezyen koordinat sisteminde bir kübün yüzeyleri z — sabit, y — sabit 
veya z — sabit biçiminde tanımlanırlar. z — sabit yüzeyi üzerinde 7'teki 
sonsuz küçük değişim dı ve y'deki sonsuz küçük değişim dy olmak üzere, 
yüzey elemanı da — dıdy biçiminde oluşturulur. Yüzey elemanı vektörü 
da — dan olarak tanımlanır(Şekil 2.5). 


Şekil 2.5 Yüzey vektörü elemanı 


Burada n yüzey normali vektörüdür. Yönü, sağ elin dört parmağı ba- 
sit kapalı yüzeyin sınırını dolanacak şekilde konulduğunda baş parmak 
yönündedir. S yüzey olmak üzere üç çeşit yüzey integrali tanımlanabilir: 


ii | fda—n)|fda (2.39) 
e) 
ü. |A:da (2.40) 
/ 
ii. | A xda. (2.41) 
/ 


S yüzeyi, f ve A alanları verilirse bu iki katlı integraller hesaplanabilir. 
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2.4.3 Hacim İntegrali 

Kartzyen koordinatlarda hacim elemanı dV — drdydz biçiminde skaler 
bir büyüklüktür. Bu nedenle f skaler alanının hacim integrali vektörel 
büyüklük içermez ve vektör integral kapsamında değerlendirilemez. Vektör 
integral olarak, sadece bir A —A,i*-A,j*A,k vektör alanın bir V hacim 
bölgesinde integrali tanımlanabilir. 


J AdV —i hi ASÜ ydi 13 J Alarga Ek yi AHz,y,2)dV (2.42) 
V V V V 


A(7,y,z2) vektör alanı ve V hacim bölgesi açıkça verilirse bu üç katlı 
integral hesaplanabilir. 


2.5 Temel İntegral Teoremleri 


Bu kesimde, fizikte sık kullanılan bazı temel teoremlerin integral biçim- 
lerini vereceğiz. Gradyan için temel teoremle başlayalım. 


2.5.1 Temel Gradyan Teoremi 


a 
Şekil 2.6 Uç noktaları a ve b olan C eğrisi 


Bu teorem basitçe şöyledir: Bir f(2, y, z) skaler alanın gradyanının bir 
C eğrisi boyunca integrali, eğrinin uç noktalarında f'nin aldığı değerler 
farkına eşittir. Bu teoremi elde etmek için (2.14) ile verilen df — Vf.-dr 
eşitliğini göz önüne alalım. Her iki tarafın integrali alınırsa 


b b 
Ja fvrca 


ifadesi elde edilir. Şekil 2.6'dan görülebileceği gibi a ve b, C eğrisinin uç 
b 

noktalarıdır. (df — f(b) — f(a) olduğundan bu eşitlik 
a 


b 
Hb) — fa) - : V/-dr (2.43) 
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biçimini alır. (2.43) ile verilen eşitlik "temel gradyan teoremi" olarak bilinir. 
f elektrostatikte, elektriksel potansiyel V'ye karşılık gelirken VV — —E 
elektrik alan vektörünü tanımlar. Bu durumda gradyan teoremi 


b 
AV -V0) Wee -J8 Ee (2.44) 


a 


şeklindedir. Buna göre b ve a noktaları arasındaki elektriksel potansiyel 
farkını bulmak için —Enin çizgi integralini almak gerekir. Potansiyel hesap- 
lamaya yarayan bu teorem için "potansiyel teori" denmesi bundandır. Elek- 
trostatikte, elektrik alan korunumlu olduğundan yani V x E — 0 olduğun- 
dan çizgi integrali, çizginin şeklinden bağımsızdır. 


Örnek 2.21 Uzayın bir bölgesinde bir yük dağılımının elektrik alanı 
E(2, y, 2) — Afzyi * 512) 4 22k) olarak veriliyor. Burada A uygun birimli 
bir sabittir. 

a) V x E —0 olduğunu gösterin. 

b) 0(0,0,0) noktası ile C(£, y, z) noktası arasındaki potansiyel farkını 
hesaplayın. 

Çözüm 2.21a) 


i j k 
VxE-| £ & & |i(0-0)4j(0-0)4k4(6-2)-0 
Ay 4r? Az 


b) Elektriksel potansiyeli iki yolla bulabiliriz. 

Birinci Yol: Elektrik alanın çizgi integrali eğrinin biçiminden bağım- 
sızdır. Bu nedenle hesap kolay olsun diye C — C, 4 C> 4 Cg eğrisi, Şekil 
2.4'tekine benzer C,: 0(0,0,0) — A(1,0,0), Cz: A(7,0,0) — B(1,y,0) 
ve Cg: B(1,y,0) — C(7z, y, 2) şeklinde seçilirse 


AV -V(6) -V(a)- - (E-dr-- (Ear (Bar (Bar 
C Cı C3 C3 


yazılabilir. C, eğrisi boyuncaay — z—0,dy—dz—0,dr—dıi ve 
E-dr—E,dr olduğundan 


JE dr - | Esd - | Azydz-0 
o 0 


Cı 


bulunur. Cz eğrisi boyunca z — sabit, z—0,dr —dz-—0, dr — dyj ve 
E.dr —E,dy olduğundan 
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y y 
JEsar-(Eydy- | Zade Za 2 Jay Şit 


Ga (0) 0) 


bulunur. Son olarak Cg eğrisi boyunca ı — sabit, y — sabit,dr—dy—0, 
dr — dzk ve E-dr —E;dz olduğundan 


Ji dr Jae | atüz-afe tiz - 2 


bulunur. Böylece 
AV — V(C) — V(0) -—A (> * -) 
olarak bulunur. V(O) — V(0,0,0) — 0 olduğundan, V(z, y, 2) için 
AV —-V(C)—-V(7,y,ı) -—A (> * >) 


bulunur. 
İkinci Yol: VV — —E vektör eşitliğini açıkça yazalım: 
VV— iŞ iy * 3” — — Azyi— 23) — Az2K, 


Bu eşitliğin sağlanması için sol taraftaki her bir vektör bileşeninin sağ 
taraftaki aynı adlı bileşene eşit olmasıyla mümkün olur. Buna göre 


OV 

TM —Azy (1) 
li 
öy 7727 © 
öV : 


şeklinde üç tane diferansiyel denklem elde edilir. Birinci denklemi ele 
alalım. 


0V 


2 
iz —Aıy—> fav — - | Azydz > V(1,y,2) — AŞ * g(y, 2) 


elde edilir. Burada 4(y,2), z'e bağlı olmayan dolayısıyla z'e göre türevi 
sıfır olan keyfi bir fonksiyondur. Şimdi bunun y'ye göre türevini alıp ikinci 
denklemde yerine yazalım. 


öV 7? dg(r,y) 
o ay” 
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dg(r,y) oOA, , ög(r,y) 
Da 77 Ml 


bulunur. Bu denklem çözülürse 9(7, y) 


—0 


2 
z 
a 


g(r,y) — sabit 4 h(z) 


elde edilir. Burada h(2), y'ye göre kısmi türevi O olan z'ye bağlı bir 
fonksiyondur. Bu aşamaya kadar 


r2y i 
V(yz) — zg * sabit * h(2) 


bulundu. Son olarak z'ye göre kısmi türevi alınıp üçüncü denklemde yerine 
yazılırsa 


âV odhiz) 
öz od 
dh(z) 2 . ye z 
ğe > Me)>- | 4z da -—A— 
bulunur. Sonuç olarak potansiyel için V(7,y,2) — —A zu * X * sabit 
bulunur. Orijinde potansiyeli sıfır olarak seçersek, sabit — O olur. Bu 


durumda > > 
AEP EE. 
olarak bulunur.B 


2.5.2 Stokes Teoremi 


S açık bir yüzey, C bu yüzeyi çevreleyen basit kapalı bir eğri olsun. 
A(7,y,2), S yüzeyi ve C sınırında sürekli bir vektör alanı olmak üzere, 


Stokes teoremi 
farar- İİ xa) da (2.45) 
C Ss 


şeklindedir. Bu teoreme göre bir A vektör alanın rotasyonelinin yüzey 
integrali, kendisinin çizgi integraline eşittir. Bu teorem, S yüzeyinde ve C 
sınırında sürekli ve türevlenebilir tüm vektör alanları için geçerlidir. 


y 


3 
n 


-3 


Şekil 2.7 Basit kapalı yüzeyler 
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Şekil 2.7?'de görüldüğü gibi yüzey elemanı vektörünün yönü ile kapalı 
eğriyi dolanma yönü arasında, sağ el kuralı ile tanımlanan bir ilişki vardır. 
Sağ elin dört parmağı dolanma yönünü gösterecek şekilde katlanırken, baş 
parmak yüzey normalinin yönünü belirler. 


Örnek 2.22 Af(r,y) — zyi 4 y2j vektör alanı için Şekil 2.8'de verilen 


yüzeyi ve sınırını kullanarak Stokes teoremini doğrulayın. 


y 


3 


C> 


2 


-3 
C, 
Şekil 2.8 Üçgen yüzey 


Çözüm 2.22 (2.45) ile verilen Stokes teoreminin önce j A dr ile verilen 


C 
sol tarafını ele alalım. Kapalı C eğrisi C— C,-- C> 4* Ca gibi üç parçadan 
oluşmaktadır. 


C, eğrisi boyunca y—0,dy—0O,dr—dri ve A.dr —ıydr olduğundan 


2 


JArar- (ayda -0 


Cı 1-0 


bulunur. C> eğrisi, y— 2—z doğrusudur. Bu durumda hem zı hem de 
y değişmektedir. Bu nedenle dr — dzi * dyj'dir. A:-dr—ıydı * y?dy 


olduğundan 

JA vdr— J ayda sydy 

(67) 
biçimini alır. Burada y— 2—z ve dy— —dı yazarak sadece r'e bağlı hesap 
yapabiliriz. 


o o 
A-dr— | 2(2—2)dr *(2—1)2(—dr)— | (—222 46x—4)dr 
e / 


1-2 
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0 
heee 
3 2 3 3 
C3 


bulunur. Burada 7'in sınırlarının eğrinin yönüne göre alındığına dikkat 
edilmelidir. C3 eğrisi boyuncaz—0,dr—0,dr—dyj ve A-dr—y'dy 
olduğundan 


0 


y” 
Jaar- Jva-X 

3 İz 
C3 


y-2 


bulunur. Sonuç olarak sol taraf 


olarak elde edilir. Şirndi teoremin sağ tarafını ele alalım. VW x A hesap- 
lanırsa 


i j k 
VxA-|Z öğ Z | -zk 
ıy y” O 


bulunur. da —drdyk olacağından 


İİ e 


İf xa) sda- Te me 


S 1—0 


8 4 
Eg 


elde edilir. 'Teoremin iki tarafı eşit çıktığından ispat tamamlanmış oldu. 


Örnek 2.23 G(1,y) — —yi 4 zj vektör alanını ve Şekil 2.9'da verilen 
y—2riley— 7? eğrilerinin oluşturduğu ara kesit bölgesi için Stokes 
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teoremini doğrulayın. 


Şekil 2.9 Parabol ve doğrunun arakesiti 


Çözüm 2.23 Stokes teoreminin önce sol tarafına bakalım. Kapalı 
C eğrisi, y — 7? parabolu ve y — 27 doğrusundan oluşmaktadır. Bu iki 
eğri 7 — O ve z — 2 noktalarında kesişirler. C, eğrisi boyunca y — 72, 


dy — 2rdr, dr — dritdyj ve G:-dr—— ydrı- zdy olduğundan 


jJs “dr — J —ydr 4 zdy — | aha * z(21dr) 
Cı 


2 
3 
— İ dazsr 
— f Har-5 


1—0 
bulunur. C> eğrisi boyunca y — 27, dy— 2dı, dr — dri*dyj veG-dr—— 
ydı 4 zdy olacağından 


ağ 


o 3 


o 
JG-ar- | -ydr 4 zdy - J2(e-2)4z-0 
Ca 


1-2 


bulunur. Böylece sol taraf 


fs -dr — J Gari (Gar -5 
C Cı C>3 


olarak hesaplanır. Artık teoremin sağ tarafını ele alabilir ve J J (VW xG)-da 
S 


yüzey integralini hesaplayabiliriz. V x G hesaplanırsa 


i j k 
VxG-İZ & &|0i40j4(1-(-I))k — 2k 
—y zı Ö 
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bulunur. da —dıdyk olduğundan 


İİ 


y—21 2 
aj fa fas v3) -2 | 02-292 
1-0 yz? 1-0 


Jean a(e- Zi) sali) 


olarak elde edilir. Sonuç olarak f G-dr— j, (VW xG)-da —? olduğundan 


teorem ispatlanmış oldu. 
Düzlemde Green Teoremi 


Kaynaklarda " Düzlemde Green Teoremi" olarak verilen teorem, iki boyutta 
Stokes teoreminden başka bir şey değildir. 


y 


IT 


-3 
Cc 


Şekil 2.10 Basit kapalı bir yüzey ve sınırı 


Şekil 2.10'daki gibi zy düzleminde bir bölge $ ve sınırı C olsun. Bu 
bölgede ve sınırında tanımlı, sürekli bir vektör alanı A(7,y) — P(r,y)i* 
O(2, y)j olarak verilmiş ise (2.45) ile verilen Stokes teoreminin alacağı biçime 
bakalım. Sol taraf 


fa ar- f iPad 4 Olayi lezitdi « f Pleiddz 4 Olayla 
C © 


biçimini alır. Sağ tarafı bulmak için önce V x A işlemi yapılırsa 


i j k 
00(z,y) öP(1,y) 
P(x,y) Olz,y) 0 a öy | 
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olur. zy düzleminde kapalı eğriyi, saat ibresi tersine giderek oluşturursak 
da — dıdyk olur. Böylece sağ taraf 


e x A):da İl (e 9) — 2 rd 
İİ (2 .Y) - em) dzdy 


biçimini alacaktır. Sonuç olarak " Düzlemde Green teoremi" 


(2, y)dz 4 O(z, ydy — | İ (e 9) e ) dzdy — (2.46) 


olarak elde edilmiş olur. 


Örnek 2.24 j (£y? 4 1),dz * (2?y)dy eğrisel integrali a) Şekil 2.11'de 


C 
verilen 7 — 0, y — O doğruları ve 7? 4-y? — 1 çemberinin oluşturduğu kapalı 
eğri boyunca saat ibresi tersine dolanarak hesaplayın. b) Düzlemde Green 
teoremi yardımı ile hesaplayın. 


Şekil 2.11 Çembersel yüzey ve sınırı 


Çözüm 2.24a) Kapalı C eğrisi üç parçadan oluşmaktadır. Her bir 
parça için çizgi integralini hesaplamalıyız. C, boyunca yani z ekseni ü- 
zerinde y—0,dy—0Odır. Bu durumda 


1 
—1l 
o 


1 
fav #1)dz 4 (2 y)dy— J dı—r 


(04 1 z—0 


olur. C> eğrisi 7? 4 y? — 1 çember parçasıdır. y'yi z cinsinden y? —1—z? 
olarak yazar ve iki tarafın diferansiyelini alırsak 


2ydy — —2ıdı > dy— 7d 


Bölüm 2 Bir Alanın Türevi ve Vektör İntegral 47 


bulunur. Böylece 


J (2y> 4 1)dz $ (İy)dy — J (İz(1 — 22) 41)dz 4 22y(—Zda) 
C3 Ca y 
0 
4 2 0 
| casettar—İ-Ş 45 4a) 0) -(-51511)-- 
2 2 1 2 9 
z—1 


olarak hesaplanır. C3 eğrisi z — 0 doğrusudur. Bu durumda dı — 0 olur. 
Böylece 


Jay *1Y)dz * (22y)dy—0 
C3 


bulunur. Orijinden yola çıkıp tekrar orijine dönerek kapalı eğriyi oluştur- 
duk. Her üç eğri boyunca alınan integralleri toplarsak 


fay 4 1az 4 (yay - 1—140-0 
C 
elde edilir. 
b) j (7y2 --1)dr 4 (12y)dy integralini (2.46) ile verilen Düzlemde Green 
C 
teoreminin sol tarafı olan j P(2, y)dr 4 ©(r, y)dy ile karşılaştırırsak 


P(z,y) — zy? 41 ve O(1,y) -1?y 


olduğu anlaşılır. Teorerme göre j P(T, y)dr * O(T, y)dy ile verilen sol taraf, 


C 
| J (224 — 220) dıdy ile verilen sağ tarafa eşittir. Öyleyse biz sağ 


Ss 
tarafı hesaplarsak, sol tarafı dolaylı olarak elde etmiş olacağız. Sağ tarafı 
hesaplamak için 22 2 ve esi kısmi türevler alınırsa 


öP(7,y) — 0(7y2 4 1) —Ei, 


öy öy 


09(r,y) . Ay) 
dr dr 


— 21y ve 


bulunur. Bu durumda 


| J en i vE 2) dzdy — | (2xy — 2xy)drdy—0 
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bulunur. Görüldüğü gibi sonucu kolayca bulabildik. 


Örnek 2.25 Bir kuvvet alanı F(7,y) — (ye?V — y?Sinz)i 4 (1e7V 4 
2yCos1)j olarak veriliyor. Şekil 2.12'de verilen kapalı eğri boyunca kuvvetin 
yaptığı işi Green Teoremi yardımı ile bulunuz. 


Şekil 2.12 Karesel yüzey ve sınırı 
Çözüm 2.25 Kapalı C eğrisi boyunca değişken bir kuvvetin yaptığı iş 
W — P.drile hesaplanır. F(7,y) kuvvet alanı ve dr — dzi 4 dyj yerine 


yazılırsa 
W — fr dr -4 ((ye”Y — y Sinr)i 4 (1eV 4 2yCos1)i) - (dzi * dyij) 
elde edilir. Skaler çarpım yapılırsa 


W fue — yiSinr)dr * (1e”9 4 2yCosr)dy 
bulunur. Bu integral f P(z,y)dr 4* O(z, y)dy yapısındadır. Buna göre 


P(7,y) — ye?v — eş ve O(71,y) — re?V 4 2yCosr'tir. 9PzW) ve 29ra) 
kısmi türevleri hesaplanırsa 


IY 
â0(z, y) — ze $ 2yCosr) — e 4 rye”V — 2ySinr 


dr dr 
âP(z,y) o 4(ye”—y?Sinr) oy ii : 
— 1 Sİ  eVipyeV — 2ySinr 
öy öy y Y 


elde edilir. 29424) — Ew) — Oolduğundan kapalı C eğrisi boyunca yapılan 


iş a pr e dili EM) zdy 0 


olur. 


Bölüm 2 Bir Alanın Türevi ve Vektör İntegral 49 


2.5.3 Gauss Teoremi 


V basit bağlantılı bir hacim bölgesi, S bu hacmi saran kapalı bir yüzey 
ve Af(r,y,z) göz önüne alınan hacim bölgesinde ve sınırında sürekli bir 
vektör alanı olmak üzere, Gauss teoremi 


j A ime İ (V -A)dV (247) 
S V 


biçimindedir. Eşitliğin sol tarafındaki integralin iki katlı yüzey integrali, 
sağ tarfındaki integralin ise üç katlı hacim integrali olduğunu belirtelim. 
Kolaylık olsun diye böyle yazılmıştır. Bu teoreme göre; bir A vektör alanın 
diverjansının hacim integrali, söz konusu vektör alanın, bu hacmi saran 
kapalı yüzey üzerinden integraline eşittir. Bir vektörün diverjansı bir skaler 
alan olduğundan sonuç skalerdir. Sol taraf buna uygun olarak "-" çarpımı 
ile yazılmıştır. Bu teoremin "diverjans teoremi" olarak da isimlendirildiğini 
belirtmekte yarar var. (2.47) eşitliğinin sol tarafı A vektör alanının S 
yüzeyinde geçirdiği akıdır. Genel olarak bir A alanı için Ö akısı 


b—- /A-da (2.48) 
| 


ile hesaplanır. Gauss teoreminde yüzey kapalı olmak zorundadır. Ancak 
genel olarak bu zorunluluk yoktur. Fizikte sıklıkla karşılaştığımız iki akı 
Öge elektrik akısı ve bp manyetik akıdır. Bunlar 


öz - (Eda (2.49) 
5S 


öp — JB-da (2.50) 
Ss 
şeklinde yazılır. 


Örnek 2.26 E —zk ile verilen bir elektrik alanın Şekil 2.13a'daki gibi 
bir köşesi orijinde bulunan ve kenar uzunluğu a olan küpten geçirdiği &g 
elektrik akısını a) Doğrudan b) Gauss teoremi yardımı ile dolaylı olarak 
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hesaplayın. 


Şekil 2.13a Küpten geçen akı Şekil 2.13b Küpün yüzeyleri 


Çözüm 2.26 a) Yüzeyleri Şekil 2.13b'teki gibi numaralayalım ve yüzey 
elemanlarını yazalım. 

I. yüzey: zy düzleminde z eksenini z — 0'da kesen yüzey. Bu yüzeyde 
z — 0 — sabit olduğundan yüzey elemanı dr ve dy'nin çarpımından oluş- 
turulmalıdır. Dışa doğru olan yüzey normali —k yönünde olur. Yani 
da,— —drdyk bulunur. 

II. yüzey: Bu yüzeyin birinciden farkı, yüzey normalinin 4k yönünde 
olmasıdır. Buna göre daş—dıdyk'dır. 

III. yüzey: 7z düzleminde y eksenini y — 0'da kesen yüzey. Bu yüzeyde 
y — 0 — sabit olduğundan yüzey elemanı dr ve dz'nin çarpımından oluş- 
malıdır. Dışa doğru olan yüzey normali —j yönünde olur. Yani dags— —dr 
dz j bulunur. 

IV. yüzey: Bu yüzeyin üçüncüden farkı, yüzey normalinin 4--j yönünde 
olmasıdır: daş—dıdzj. 

V. yüzey: yz düzleminde z eksenini z — 0'da kesen yüzey. Bu yüzeyde 
I — 0 — sabit olduğundan yüzey elemanı dy ve dz'nin çarpımından oluş- 
malıdır. Dışa doğru olan yüzey normali —i yönünde olur. Yani daş— —dydzi 
bulunur. Son olarak, 

Vİ. yüzey: Bu yüzeyin normali 4i yönünde olduğundan daş—dydzi 
olarak elde edilir. 

Elektrik alanın büyüklüğü z koordinatı ile değişmekte ancak yönü 4k 
yönünde sabit kalmaktadır. Dolayısıyla /. ve J1. yüzeyler hariç diğer 
yüzeylerde E alanı da yüzey elemanı vektörlerine diktir. Bu nedenle E . 
daz— E-da,—E-das—E:-daş—Oolur. 1. ve II. yüzeyler için 


be - İB.da- (Bint (Edaş 
Ss I 104 
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> J 7 —zdıdy * j j zdıdy 
I 04 


elde edilir. Diğer yandan 1. yüzeyde z — 0, J1. yüzeyde z — a olduğu 
hatırlanırsa Ög elektrik akısı 


a 


be a | dr | dyo 


1-0 y>0 


olarak bulunur. 
b) Bu kez elektrik akısını (2.47) ile verilen Gauss teoreminin sağ tarafını 
yani, Hg—/(V - E)dV hacim integralini hesaplayarak bulalım. 
V 


,4 g2. 0 Öz 


ve hacim elemanı dV — dıdydz olduğundan 


dHg— yz E)dV — Jrfiyfas-e 


z-0 y-—0 2-0 
olarak hesaplanır. 
Örnek 2.27 Şekil 2.14'te görüldüğü gibi y—772,0<1<1,0<z2z<4 


eğrilerinin arakesiti olan parabolik silindir yüzeyinden F(7,y, 2) — yzi * 
zj— z?k vektör alanının geçirdiği akıyı bulun. 


r Yyzr” 
Şekil 2.14 Parabolik silindir yüzeyi 
Çözüm 2.27 Verilen yüzeyde r—7,y— 71? vez—z olduğundan, yer 


vektörü r(7, 2) — zi * z2j 4 zk yazılabilir. Yüzey normalini bulmak için 
yer vektörünü kullanabiliriz. Yüzeye teğet iki vektör u — ör —i-4 271j ve 
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v— ör — kolur. Yüzey normali n bu iki teğet vektöre diktir ve dolayısıyla 
onların vektörel çarpımından elde edilebilir. Gerekli işlemler yapılırsa 


ço uxv 211 — 
uxv| v4z2241 


elde edilir. Verilen yüzeyde da — dan — lu x v|dzdzn olduğundan 


e 5 ii) vV422 4 Idıdz 


F.-.da—(2ıyz—ı)dıdz 


F.-da—(yzit-zj—z”k)-(— 


olur. y — z? olduğu hatırlanırsa, yüzey normali yönünde çıkan akı 


ö—/F-da— / | öm dz 


bulunur. 
2.6 Dirac Delta Fonksiyonu 


Bu kesimde, fizikte büyük öneme sahip özel bir fonksiyonu tanıtacağız: 
Dirac Delta fonksiyonu 6(z — zo). Bir boyutlu Dirac delta fonksiyonu 


ö(z — zo) — ( pi 21 (2.51a) 


biçiminde tanımlanır. Burada 7 ve ro, z ekseni üzerindeki iki noktanın 
koordinatları, z—zo ise iki noktanın farkıdır. (2.5la)'ya göre 1—zo farkı sıfır 


olursa, yani z noktası 7o'la çakışırsa o zaman 6(Z — zo) sonsuz olmaktadır. 
Io — 0 olarak seçilirse Dirac delta fonksiyonu 6(z) 


6(x) — m m 5 i (2.51b) 
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olur. Dirac delta fonksiyonunu anlamamıza yardımcı olacak bir örnek vere- 
lim. Biri ro noktasında duran, diğeri ise r ekseni üzerinde ona doğru 
hareket eden çok küçük, özdeş ve esnek iki topu göz önüne alalım(Şekil 
2.15a). İkinci top, birinciye temas edince çarpışma gerçekleşir. Bu çarpışma 
esnasında, ikinci top birinciyi sıkıştırdıkça, aralarındaki etki-tepki kuvveti 
gittikçe artar. Momentumun korunumuna uygun olarak ikinci top ro nok- 
tasında dururken, birincisi z > Io olacak şekilde uzaklaşmaya başlar. Bu 
esnada etki-tepki kuvveti azalır ve toplar tamamen ayrılınca da sıfır olur. 
Birinci topa etkiyen kuvvetin şiddeti kabaca Şekil 2.15b'deki gibi olur. 


2 1 2 1 
2 1 
TI Tp Tp TI 
Çarpışmadan Çarpışma Çarpışmadan 
Önce Sonra 


Şekil 2.15a Çarpışan iki esnek top 


a3 
İFİ 


Lo ZI 
Şekil 2.15b Birinci topa etkiyen kuvvetin şiddeti 


Dirac delta fonksiyonunun fizikteki kullanım biçimi, örneğimizden biraz 
farklıdır. Örneğin pozitif noktasal bir g elektrik yükünün elektrik alan çizgi- 
leri, noktasal yükün konumlandığı noktadan çıkarlar(Şekil 2.la). Elektrik 
alan şiddeti kaynak noktasında çok büyük(sonsuz) iken, kaynaktan uzak- 
laştıkça E — k4 ters kare yasasına göre azalır. Elektrik alanın doğduğu yer 
6(r—ro) fonksiyonu ile tanımlanabilir. Burada ro kaynak yükün konum vek- 
törü, r ise elektrik alanı ölçmek istediğimiz konumun vektörüdür. Burada 
üç boyutlu Dirac delta fonksiyonunu kullandık. Benzer bir fikir yürütme 
kütlenin yoğunlaştığı küçük bir uzay bölgesi ve civarında kütle çekim alanını 
tanımlamak için de kullanılabilir. Eğer göz onüne alınan skaler veya vek- 
tör alanı bir noktada çok büyük değer alıyorsa Dirac delta fonksiyonu size 
yardımcı olur. 

Bir boyutlu Dirac delta fonksiyonu için aşağıdaki özellikler verilebilir: 
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1. Dirac delta fonksiyonunun altındaki alan 1 birimdir. Bu durum 
oo 
J Stajda <1 (2.52) 
—oo 


biçiminde yazılabilir. Tanımdan hareketle Dirac delta fonksiyonu bir tüme- 
varımla elde edilebilir. Alanları 1 birim olan aşağıdaki dikdörgenleri ele 


alalım: 
il r) | (r) Ön) 
n 

ZI 
—e 

an -1/4 -/2n 0 W2n 

Şekil bite m 1 Şekil dis ii Şekil 2.16c Tabanı 

olan dikdötgen 1/2 olan dikdötgen I/n olan dikdötgen 


Dik dörtgenin alt kenar uzunluğu kısaldıkça yüksekliği artar. Şekil 
2.16a'da verilen dikdörtgenin alt kenar uzunlu 1 birim olduğundan yük- 
sekliği de 1 birim olacaktır. Şekil 2.16b'de alt kenar uzunlu 3 birime aza- 
lırken yüksekliği 2 birime çıkmıştır. Alt kenar kısaltma işlemi n adımda 
tekrarlanırsa yüksekliği ön(7) 


0, I< DE 
ön(r)—4 n, — . <ı< 3 (2.53) 
0, T> 35, 


olarak elde edilir(Şekil 2.16c). n—oo limitinde 6,(7)—>oo olur. Bu da 
(2.51b) eşitliğinde verilen (1) tanımından başka bir şey değildir. Burada 
ö(r) fonksiyonundan ziyade, onun 


#eo 
| öteye S1 


olarak tanımlanan normalizasyonuna odaklanınaklıyız. 
2. Dirac delta fonksiyonu çift fonksiyondur. 


öz) — 6() (2.54) 
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3. k bir sabit olmak üzere 


1 
ö(kr) — ei) (2.55) 
şeklindedir. 
4. Şekil 2.17'de, |a,b| aralığında tanımlı keyfi bir f/(z) fonksiyonu ve 
Dirac delta fonksiyonu birlikte verilmiştir. 


a 0 b 
Şekil 2.17 Keyfi bir f(z) ve ö(r) fonksiyonları 


İki fonksiyonun f(7)6(z) çarpımı, z — O noktası hariç her yerde sıfır olur. 
Çünkü z —0 hariç 6(z) her yerde sıfırdır. Bu nedenle 


*oo too 
| #yödiz — 40) | ötayaz — f(0) (2.56a) 
olur. 6(7 — zo) fonksiyonu için de benzer bir eşitlik yazılabilir. 
*oo 
| Köle - zo)dz - Han) (2.56b) 


Eğer zo, |a,b| kapalı aralığının içinde kalıyorsa integral aralığı daraltılabilir. 


*oo b 
| Hajöta — olda — | Falan - zo)dz - Han) 


Çünkü 7 — zo dışında f(1)6(1 — zo) —O'dır. 
Üç Boyutlu Dirac Delta Fonksiyonu 


Konum vektörleri r— zi yj- zk vero — 7oi* yoj* zok olmak üzere, 
yukarıda verilen sonuçlar üç boyuta genişletilerek 


ö(r — ro) — v yl (2.57) 
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li ö(r)dör - | eye | tay | öz —1 (2.58) 


j He)öfr — rojd3r — f(ro) — #(so, yo, 20) (2.59) 


eşitlikleri yazılabilir. 


co 
Örnek 2.28 J (372 4 47 4 5)6(z — 1)dz integralini hesaplayın. 
—oo 
Çözüm 2.28 f(1) fonksiyonu 
İ(7)—312 44145 


olduğundan ve z — 1 noktası |-o0, oo| aralığı içinde kaldığından söz konusu 
integral 

*oo 

| 62? 442 4 öğüt - 1I)dr — f(1)-34445—12 


—oo 


olarak hesaplanır. 


Örnek 2.29 j tan(5)el0*()t16(z — Z)dr integralini hesaplayın. 
Çözüm 2.29 I, — 5 noktası (0, 5) aralığının içindedir. 


5 
J tanl7)e ) gloa)tiği — Z z)dz — — iç 5) > tanl7)e eCos(3)41 
o 


olarak bulunur. Burada tan(7) — 1 ve Cos(5) — 0 değerleri kullanıldı. 


too 
Örnek 2.30 / 1”9Cos(z2)6(z — 1)dz integralini hesaplayın. 
2 
Çözüm 2.30 z, —1 noktası |/2, 4ooj aralığının dışında olduğundan 


too 
| costa)öte — 1)dı —0 
2 


olur. 
Örnek 2.31 / | nl (12 -4-y? -22)6(x — 1)6(y—1)6(z — 1)drdydz integ- 
00 0 


ralini hesaplayın. 
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Çözüm 2.31 (2.59) eşitliğinde f/(7,y,2)  124y7422ve7z, —1I, 
Yo <1,z, <1 kullanılırsa 


bulunur. 


(22 4y? 4 22)6(x — 1)6(y— 1)6(2 — I)drdydz —3 


o —.,8 
<8 


BÖLÜM SONU PROBLEMLERİ 


2.1 4(7,y,2)  1?Cos?(y)in(2) skaler alanın gradyanını hesaplayın. 
V9 —? 


2.2 A(z,y,2z) — e”yi 4 (e7 4 2y)j vektör alanı veriliyor. a) divA —? 
b) rotA —? 


2.3 f(7,y,2) — 13 — 3zy? skaler alanının Laplasiyenini hesaplayın. 
v4? 


2.4 #(7,y,2) - e'Sin(2y)Cos(32) skaler alanının V?6 * 12 — O denk- 
lemini sağladığını gösterin. 


2.5 Üç boyutlu uzayda konum ve hız vektörleri sırasıyla r — zi--yj--zk 
ve V — Uzi $ uy) $ vzk olarak veriliyor. (v : V)r — v olduğunu gösterin. 


2.6r—7zi-4yj- zk ile verilen yer vektörünün boyur — /124y2-4z22 
ile verilmektedir. V(1) — — 5 olduğunu gösterin. 


2.7 v?(1) — 0 olduğunu gösterin. 


2.8 12y-4 212 — 4 yüzeyinin P(2,—2,3) noktasındaki normal vektörü 
bulun. 


2.9 A(r,y,2) — yzi * 2r2j 4 3zyk veB(7,y,2) -71i4y)-4 zk vektör 
alanları veriliyor. a) P(1,1,1) noktasında A ve B vektörleri arasındaki 
açıyı bulunuz. b) (2.26) ile verilen V-(A x B) —-B.(V x A)— A(V xB) 
eşitliğini doğrulayınız. 


2.10 p(7,y,2) — 372yz skaler ve A(7,y,2) — 12i 4 y2?j 4 22k vektör 
alanlarını kullanarak V x (GA) — (Vg) xXA--g(V x A) özdeşliğini ispat- 
layın. 


2.11 a) F(7,y,2) — (2y? $ 2)i $ (12y 4 2)j 4 zk vektör alanının ko- 
runumlu olduğunu gösterin. b) Bu vektör alanı üreten bir (7, y, 2) skaler 
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alanını elde edin. Skaler alanın orijindeki değerini (0, 0,0) — O alın. Sonu- 
cunuzu test edin. (F ——Vg) 


2.12 A(ı,y,2) —ıziteVrj*zkveB(r,y,2) —in(1)Sin(y)i—zj vektör 
alanlarını kullanarak ZA -B) — da B-A. 7 olduğunu gösteriniz. 


2.13 Şekil 2.18'de verilen kapalı eğri için j (2 4y2)dz 4 (1 * 2y)dy 


C 
integralini düzlemde Green teoremi yardımı ile hesaplayın. 


Şekil 2.18 Üçgensel bölge ve sınırı 


2.14 Şekil 2.19'da verilen y — 0, z — 1 ve y — z? eğrilerinin sınırladığı 
yüzey için / / eW/Zdzdy integralini hesaplayın. Cevap:1/2 


Şekil 2.19 S yüzeyi ve sınırı 


2.15 A(r,y) — —y?2i 4 yj vektör alanı ile Şekil 2.20'da verilen yüzeyi 
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ve sınırını kullanarak Stokes teoremini doğrulayın. Cevap:1/3 


Şekil 2.20 Çember ve doğrunun arakesiti 


2.16 Şekil 2.21'de verildiği gibi kararlı | akımı taşıyan uzun bir telin 


oluşturduğu manyetik alanı p B-ds —y4p/ Ampere yasasından yararlanarak 


C 
bulun. Burada kapalı eğri, akım telinin etrafını saran r yarıçaplı çembersel 
halkadır. Halka üzerinde manyetik alanın şiddeti B sabittir. 


Şekil 2.21 Halka üzerinde B ve ds 


2.17 B — Eoj düzgün elektrik alanının Şekil 2.22'de verilen 1 ve 2 nolu 
yüzeylerden geçirdiği akıları hesaplayarak karşılaştırın. 


Şekil 2.22 İki dikdörtgensel yüzey 
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oo 
2.18 (zin(1)6(z — e)dz integralini hesaplayın. 
o 


5 
2.19 ((419 4 2212 4 100)in(1 * e)6(1)dr integralini hesaplayın. 
0 


> BÖLÜM 35 DİK EĞRİSEL KOORDİNATLAR 


Bölüm 1 ve Bölüm 2'de kartezyen koordinatları kullandık. Kartezyen 
koordinat sistemi kare, üçgen, dikdörtgen ve küp geometrisine sahip prob- 
lemler için uygundur. Ancak küresel, silindirik geometriye sahip sistem- 
ler için uygun değildir. Bu bölümde genel olarak dik eğrisel koordinatları 
tanımlandıktan sonra kutupsal, silindirik ve küresel koordinat sistemleri 
detaylı olarak verilip, örnek problem çözümleriyle pekiştirilecektir. 


3.1 Eğrisel ve Dik Eğrisel Koordinatlar 


Şekil 3.la'da görüldüğü gibi kartezyen koordinat sisteminde yüzeyler 
1 — sabit, y — sabit ve z — sabit koşulunu sağlayan yani dik eksenleri kesen 
düzlemlerdir. Bu yüzeylerde keyfi bir P(7, y, z) noktasının bir koordinatı 
sabit kalırken diğer ikisi değişir. Örneğin z — sabit yüzeyinde P(r — 
sabit, y, z) şeklindedir. Düzlemlerden herhangi iki tanesi çakıştırılırsa bir 
doğru elde edilir. Bu doğru üzerindeki bir noktanın sadece bir koordinatı 
değişir. Örneğin z — sabit, y — sabit yüzeyleri çakıştırılmış ise sadece z 
koordinatı değişir(Şekil 3.la). Bu durumda elde edilen doğru z doğrusudur. 


x Yy 
Şekil 3.la Kartezyen koordinatlarda düzlemler 


P(0, 0,0) noktasında üç dik düzlemin kesişmesiyle koordinat eksenleri 
elde edilir. P(0, 0, 0) noktasına orijin denir ve O ile gösterilir. Genel olarak 
bu yüzeylerin birbirine dik ve düzlem olma zorunlulukları yoktur. Düz ol- 
mayan üç yüzey bir P noktasında kesişirlerse yine de üç çizgi elde edilir. 
Fakat arakesit çizgileri doğrusal değil eğriseldir. Bunlara koordinat eğri- 
leri ve bu eğrilerin üzerindeki gı, ge ve g; noktalarına eğrisel koordinatlar 
denir(Şekil 3.1b). 
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Kartezyen r, y ve z koordinatları, eğrisel gı, g2 ve g3 koordinatlarına 
bağlı olacaktır. Yani, 


I—Ilgı,42, 43) (3.1a) 
Y— yla, 02,43) (3.1b) 
z— zl41,42,03) (3.1c) 


olur. 


Şekil 3.1b Eğrisel koordinatlar 


Tersine gı, g> ve ga eğrisel koordinatları da z, y ve z cinsinden yazılabilir: 


gı — gılz,y,2) (3.2a) 
2 — gez, Y, 2) (3.2b) 
g3 — g3(7, Y, 2) (3.2c) 


Eğrisel koordinatların herhangi biri sabit tutulup, diğerlerinin değişimine 
izin verilirse bir eğrisel yüzey elde edilir. Bu yüzeyler gı — sabit, ge — sabit 
ve g3 — sabit yüzeyleri olarak isimlendirilebilir. Sabit yüzeyin bir nok- 
tasındaki yüzey normali o noktadaki birim vektördür. Yani gı — sabit 
yüzeyindeki birim vektör ğı ile, ga — sabit yüzeyindeki birim vektör > 
ile ve g3 — sabit yüzeyindeki birim vektör ğa ile gösterilir. ğı, g2 ve 43 
temsilleri yerine bu bölümde de önceki bölümlerde kullanılan eı,ez ve e3 
gösterimlerini kullanmaya devam edeceğiz. Kartezyen koordinatlarda i, j 
ve k birim vektörlerinin yönü sabitti. Oysa eğrisel koordinatlarda birim 
vektörler noktadan noktaya yön değiştirirler. 

Kartezyen koordinatlarda, yüzey ve hacim elemanlarını dr, dy ve dz 
diferansiyellerinin çarpımından elde ediyorduk. Örneğin hacim elemanı 
dV — dıdydz iken z eksenini kesen bir yüzeyde, yüzey elemanı da — dıdy 
idi. Eğrisel koordinatlarda bu işlemler kolay değildir. Ancak eğrisel yüzey- 
lerin birbirine dik olduğu, dik eğrisel koordinatlarda yüzey ve hacim eleman- 
ları dg; diferansiyellerinin çarpımından elde edilebilirler. Bazı kaynaklarda 
kullanılan ortogonal eğrisel koordinatlar deyimi, dik eğrisel koordinatlarla 
aynı anlamdadır. 
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Kartezyen koordinat sisteminde r — zi 4 yj 4 zk biçiminde yazılan 
yer vektörü, eğrisel koordinatlarda genel olarak r — gıeş 4 g2€e2 4 gse3 biçi- 
minde yazılamaz. Bunu daha sonra göreceğiz. Şimdi sonsuz yakın iki nokta 
arasındaki uzaklığın karesini yani, ds? —dr-.dr—dı? 4 dy? 4 dz2'yi göz 
önüne alalım. ds?'yi hesaplamak için dz, dy ve dz diferansiyellerini bilmek 
gerekir. (3.la)'da görüldüğü gibi z koordinatı gı,g> ve gg'ün fonksiyonu 
olduğundan dz diferansiyeli zincir kuralına göre 


Ör OT OT 
dı — — dg, 4 ——dge t -——d d8 
ğa tg a a Sİ vi 
şeklinde olur. Benzer ifadeler dy ve dz için de yazılabilir: 
öy öy öy 
dy — — da, 4 —dga* —— 3.3b 
e dgı Bo dg; da das (3.3b) 
Öz Öz Öz 
dz — — dgı - — dg —— 3.d3c 
dal dgı da Bas da3 (3.3c) 


Şimdi r'deki sonsuz küçük değişimi yani dr'yi elde edebiliriz. (3.3a), (3.3b) 
ve (3.3c)'de elde edilen diferansiyeller dr — dzi-* dyj--dzk ifadesinde yerine 
yazılırsa 


ap 0(1i-4yj* zk) diri ö(ri * yj * zk) di d(Ti * yj * zk) daş 
Ogı Og: Ög3 
ör ör ör Sör 
— —dgı - — dg; — dgs —-— Y — dagi 3.4 
da dgı dn * öz da3 > dg, (3.4) 


bulunur. Burada &, i. teğet vektördür. (3.4) ile verilen ifade ds? —dr-dr 
'de yerine yazılırsa 


ds? —dr-dr yk öy, da; (3.5) 


elde edilir. Teğet vektörlerin skaler çarpımları için 


ör ör 


iş 3.6 
Gij Ögi dg; ( ) 


tanımı yapılır. gi;'nin 9 elemanı vardır ve elemanlar 3 x 3'lük bir matris 
oluşturur. Eğer sadece köşegen elemanlar olan 91, g>> ve 933 sıfırdan farklı 
ise eğrisel koordinatlarımız ortogonaldir. Bu teğet vektörlerin birbirlerine 
dik olduğu anlamına gelmektedir. Eğer eğrisel koordinatlar dik değilse, 
köşegen olmayan terimler de sıfırdan farklı olacaktır. Bu bölümde sadece 
i # j için gi;j — 0 olan dik eğrisel koordinatlarla ilgileneceğiz. &. teğet 
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vektör yönündeki birim vektörü e; ve teğet vektörün büyüklüğünü /; ile 
gösterirsek 


ör J|ör 


0g;  |dgi 
elde edilir. lere skala faktörleri yada skala çarpanları denir. (3.7) ifadesi, 
e, birim vektörlerini kartezyen i, j ve k birim vektörleri cinsinden elde 
etmemizi sağlar: 


e; — hi €; (3.7) 


ör/dgi 1 ör 
> gr 3.8 
* lor/dgl hidg (8) 
Dik eğrisel koordinatlarda birim vektörler diktir. Bu durumda 
€;-E;— Öğ (3.9) 
yazılabilir. (3.6) eşitliğine tekrar dönelim. / — i için gi — x . x sh8 
olur. (3.5) ile verilen ds?, skala çarpanları cinsinden 
3 
ds? —dr-dr— XY! (hidgi)? — (hıdgı)? 4 (hzdaz)” 4 (hadas)” o (3.10) 
izjzl 


olarak yazılabilir. (3.10) eşitliğindeki h;dg;'ler e; yönündeki yay uzunluk- 
larıdır. Yay uzunluklarını ds; ile gösterirsek 


ds; — hidg; 1i—1,2,3 (3.11) 


yazılabilir. ds; yay uzunluklarını elde etmek için iki koordinatı sabit tutmak 
ve üçüncüsünün sonsuz küçük değişimine izin vermek gerekir. Buna göre, 
yer vektöründeki sonsuz küçük değişimin 


dr —hıdgıe * hadgse> 4 hadgses — dsıey * dse3 4 ds3e3 (3.12) 


olduğu görülür. Bunu çizgi integrallerinde kullanacağız. Diğer yandan 
yüzey elemanları iki tane yay uzunluğu çarpılarak elde edilir. Genel olarak 
yüzeyleri 

da; —ds;ds,, i#j#k (3.12) 
indisleriyle etiketlemek mümkündür. Yüzey normalleri de eklenerek üç tane 
yüzey elemanı vektörü yazılabilir. Yüzey elemanı vektörü sabit tutulan 
koordinatın birim vektörü yönündedir. Bu göre; 


gı — sabit yüzeyi için: da; — ds;dsge; — h;hsdgıdgse, (3.13a) 
g2 sabit yüzeyi için: daş — dsıds3e> — hıhadgıdgse> (3.13b) 
gs — sabit yüzeyi için: dag — dsıds;e3 — hıhzdgıdgpe> (3.13c) 


elde edilir. Üç yay elemanının çarpımı ile 


dV — dsıds;ds3 — hıhahadgıdgdg; (3.14) 
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hacim elemanı elde edilir. Hacim elemanı skaler bir büyüklüktür. Hacim 
elemanını elde etmek için /J (22.) şeklinde yazılan Jakobiyen kullanıla- 
bilir. Jakobiyen kısmi türevler cinsinden 


dr 
I,Y,Z a 
av <1 EE) nden | ZE | dndende 
dı» 42, 43 İn Zi daa alli da 

Ogs Öas Ögs 
şeklindedir. 


Dik eğrisel koordinatlarda iki vektör alanı A(gı, 42, g3) — A,e,* A42€2-4* 
Azez ve B(gı, 42,93) — Bıeı * B>e * B3ez verilmiş olsun. Bu iki vektörün 


skaler çarpım 
A-B—) Y AB; -Y AB; (3.15) 
i j i 
biçimindedir. Vektörel çarpım ise 
e, €> €ş 


A, A; Az 
Bı, B; B3 


AxB-— (3.16) 


şeklinde yazılabilir. (3.15) ve (3.16) ile verilen skaler ve vektörel çarpım 
ifadeleri, Bölüm 1'de elde edilen skaler ve vektör çarpım ile aynıdır. Fakat 
gradyan, diverjans, rotasyonel gibi işlemler biraz farklıdır. Bunu görebilmek 
için dik eğrisel koordinatlara bağlı 6(4gı, g>, g3) şeklindeki bir skaler alanın 
gradyanına yoğunlaşalım. 
Skaler bir #(4ı, ge, g3) alanın gradyanının bir vektör olduğunu biliyoruz. 
Sonuç vektörü 
VA fıe * f2e> * fse3 (3.17) 


şeklinde yazılabilir. Eğer fı, f/2 ve f3 bileşenlerini elde edebilirsek, dik 
eğrisel koordinatlarda V işlemcisi elde edilmiş oluruz. Bunun için önce 
ö'nin diferansiyeline bakalım. Zincir kuralına göre 


vd dg dp 0 
dp — ögi dgı * da dg * Bas da3 (3.18) 


olur. Diğer yandan V/ ile dr skaler çarpılırsa 


dg 


Vö-dr —)|fıeı * f2e2 4 fse3| - (hıdgıeı * hadg>e> * hadgses| 
fıhıdgı * fahadg * fshadgs (3.19) 


olarak elde edilir. (3.18) ve (3.19) ifadelerinin sağ tarafları eşitlenirse 


.106 |. 100 |, 106 
a 2 adap” “İha Bap 
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elde edilir. Genellersek 


la. 
hi hi Og” 1— li 2,3 (3.20) 


olur. Bunlar (3.17)'de yerine yazılırsa, p'nin gradyanı elde edilir: 


-2 0h ed0p e3 a 


rad(ö) — 3.21 
red) hı ğı  hzdg> hada G2 
Son olarak (3.21) eşitliğinin iki tarafından g kaldırılırsa, V işlemcisi 
1 1 90 1 
V — e, — v e-—-— te abi (3.22) 


hı ağ hada “hg daş 


olarak bulunur. Daha sonra kullanmak üzere iki özelliği burada verelim: 
1. (3.21)'dep—g, yazılır 


1 dg 1 dg 1 dg 
Vga, -—>x —a-e4 —-—e 
“hd” Azda” hada“ 
ve 00 — bi ifadesi kullanılırsa 


1 
Va, — a >e,— hı Va, (3.23a) 


elde edilir. Aynı işlemler g, ve g, koordinatları için yapılırsa 


1 

Vga — m > ez-—h:Vg, (3.23b) 
2 
1 

Va, — ha “3 >ez— ha Vag, (3.23c) 
3 


sonuçları elde edilir. 
2. Vga ile Vg, vektörel çarpılırsa 


fd 1 İİ 8 
Vg2 x Vag, — 0) x (553) “ha (ez x e3) — aha 
olur. Burada ez x ez — ej kullanıldı. Bu sonuç Levi-Civita sembolü kul- 
lanılarak diğer çarpımları da içerecek şekilde genelleştirilebilir. 


Vag x Vag, — Ek —— > ek — Eijkhuhş (Va x Va;) (3.24) 


5 iç 
Burada 0 — Eijk eşitliği kullanıldı. 


Şimdi dik eğrisel koordinatlarda bir A — Ajej * 4>e2* Aze vektör 
alanının 
dvA—- V.A—V: (Aıeı * A3e> * Azez) 
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şeklinde verilen diverjansına bakalım. Kartezyen koordinatlardan farklı 
olarak e,, ez, e3 birim vektörleri (3.24)te görüldüğü gibi sabit olmayan 
hı skala faktörlerine bağlıdır. Bu nedenle divA 


104 184; 1ö43 


Bezi ep şe 
hı öğı (O haöge © ha Ögg 


biçiminde yazılamaz. Diverjans işleminin ilk terimini, yani V - (4Aje,)'i ele 
alalım ve e, — hzh3(Vg, x Vg,) yazalım. Bu durumda 


V -(A1c1) - V -JAıhzhs3 (Vag, x Vg,)l (3.25) 


elde edilir. Burada Ahzh3 çarpımı skaler, Vg, xX Vg, çarpımı ise vektör 
olduğundan eşitliğin sağ tarafı 


V. (Arhah3 (Va, x Va,)| —- V (Ay haha) iğ (Va, x Va,) 
*(Ayhah3) (V- (Wa, x Va, )| 


biçiminde yazılabilir. Şimdi Vg, x Vg, — sk yazılırsa 


€j €1 
' — EM. MR PE E.M 
V (Alcı) V (Aıhah3) m KK hz 3) M nl 
olur. Birim vektörün büyüklüğü sabit olduğundan, köşeli parantez içindeki 
emi — O olur. Böylece sadece birinci terim kalır. V açıkça yazılır ve 
skaler çarpımın değişme özelliği kullanılırsa 


€1 1 0 1 0 
. — ——. — — — — Ahgh 
V (Aren) haha İlk, Ogı > dgz © esiç e (haha) 
elde edilir. Birim vektörler dik olduklarından e, eş — e; : eş — 0 olurken 
sadece e; e, — 1 kalır. Sonuç olarak 


V . (Aıeı) — — (Arhah3) (3.26) 


ei öz 


eşitliği elde edilir. Benzer işlemler V - (4ze2) ve V - (A3e3) terimleri için 
yapılır ve düzenlenirse divA için 


1 o 0 0 
V-A— (hahgAı) t3 gi ig ahsA2) tg > 7) (3.27) 
hıhahg Og 


elde edilir. 
Şimdi amacımız dik eğrisel koordinatlarda bir A vektör alanı için 


TotA—VxA—Vx(4;eı 4 45634 Azez) 
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biçiminde yazılan rotasyoneli bulmaktır. Diverjans işlemindeki gibi yine ilk 
terimi, yani V x (Aje) terimini ele alalım. e; yerine (3.23a) ile verilen 
e, — hı Vag, özdeşi yazılırsa 


V x(Aze,) - V x (Ayhı Vg,) 


olur. Burada Ahı çarpımı skaler, Vg, ise vektörel büyüklüktür. Bu du- 
rumda V x (Ayhı Vg, ) işlemine çarpım kuralı uygulanırsa 


V x(AıhıVg,) > V(Aıhı) x Vag, * (Arhı) (VW x Va,) 
olur. V x Vg, — O olduğundan ikinci terim 0 olur. Vag, yerine (3.23a) 
eşitliğine göre Vg, — m konur ve V açıkça yazılırsa 


1 0 1 0 1 0 €l 
V x (A;eı) — le, — — * e— — 4 ee — — | (Ayh — 
(Aıe,) İsi -3z Sd Siz)! 1 e 


bulunur. Birim vektörlerin vektörel çarpımları için e, Xe, — 0 veez xe; — 
—e3, €3 Xx e; — €z yazılır ve düzenlenirse 


e; OlAıhı) o e3 al 
hıh3 o Og3 hıhz Og: 


V x (Azez) - | (3.282) 


eşitliği elde edilir. V x (Azez) ve V x (A3e3) terimleri için benzer işlemler 
yapılırsa 


> €3 O (Azh:) .— el O (Azh;) 

V x (Aze2) — Bi “öz haha Öa3 (3.28b) 
€1 O (Aah3) Ni ©? O (Agh3) 

V x (Ases) — ii ön hıh Bai (3.28c) 


elde edilir. (3.28a), (3.28b) ve (3.28c) taraf tarafa toplanırsa rotA için 


ŞEN 


haha | 9g 093 hıhsl ög3 dgı 
€3 O(Azh2) 0 ni 
Ge 3.29 
hıha | Ogı Og> 
sonucu bulunur. (3.29) ile verilen V x A, determinant yardımı ile 
hıel hae> hgea 
>> d ö b) 

hı Aş hgA3 ha A3 


şeklinde yazılabilir. 
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Son olarak skaler p fonksiyonunun Laplasiyenine bakalım. Laplasiyen 
V2p — divgrad($) - V : Vg 


biçiminde tanımlanır. Burada VY bir vektör yapısına sahip olduğundan 
V—fıeı *f2ez * fge3 biçimindedir. (3.20) ifadesinde f; vektör bileşenleri 
h— 38, i—1,2,3 olarak olarak verilmişti. (;,—A; olarak yazılırsa bir 


şey değişmez. A, — 32, Az — 38 ve Az — 32 vektör bileşenleri 
(3.27) eşitliğinde yerine yazılırsa Vİ için 


Vg— 1 İsa (22 ze) ai (GE 5) *35 (22 ze) 
hıhzha |dgı X hı dgı dg: N hz öge dgz | hz ögz 
(3.31) 
bulunur. (3.31) eşitliğinin iki tarafından g fonksiyonu kaldırılırsa, V? Lap- 
lace işlemcisi için 


ya, İ İz pi 0 aa 0 Te 0 ) 
hıhaha |ögı X hı Agı Ögz N hz Ög> Ogs X h3 Ög3 
(3.32) 


genel ifadesi elde edilir. 


3.2 Bazı Dik Eğrisel Koordinat Sistemleri 


Bu kesimde, dik eğrisel koordinatlar ailesinden olan ve sıkça kullanılan 
kutupsal, silindirik ve küresel koordinatları inceleyeceğiz. 


3.2.1 Kutupsal Koordinat Sistemi 


İki boyutlu kartezyen koordinat sisteminde keyfi bir P noktası (7, y) ile 
belirlenir. Ancak aynı P noktasını, iki yeni koordinat olan (gı, g2) — (r, 0) 
ile belirleyebiliriz. Burada r, r yer vektörünün büyüklüğü, 0 ise --r ekseni 
ile saat ibresi tersine gidilerek ölçülen açıdır. (r, 9) ikilisine polar yada ku- 
tupsal koordinatlar denir. Kutupsal koordinatlar Şekil 3.2a'da verilmiştir. 


P(1,y) 


Şekil 3.2a Kutupsal koordinatlar 
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Kartezyen (7, y) koordinatlar ile kutupsal (r, 0) koordinatları arasındaki 
ilişki 
ı(r,0) — rCos9 (3.33a) 
yir,0) —rSin0 (3.33b) 


I 


y 


şeklindedir. Ters dönüşümler şöyle elde edilir. z ve y koordinatlarının 
kareleri toplanırsa 


1? 4y? — (rCos0)? 4 (rSin9)? —r? (Cos?0 4 Sin?9) —r? 


olur. Burada Cos?9 - Sin?9 — 1 kullanıldı. Bu eşitliğin iki tarafının 
karekökü alınırsa, birinci eğrisel koordinat olan gı —r için 


rsr(i,y)— yVı24*y) 0<r<o (3.34a) 


elde edilir. z ve y koordinatları —co IT < 4*cove—co Sy< oo 
aralığında değer alırkenr, 0 <r < oo aralığında değişir. r koordinatı P 
noktasının orijine olan uzaklığını gösterir. Bu kez z ifadesine bakalım: 


y TrSinh o Sind 


z rCos9 o Cos9 ai 
bulunur. Buradan 0 çözülürse 
mi -1(Y < 
0 — tan (2) ,0<0<7nr (3.34b) 


elde edilir. Yer vektörü kutupsal koordinatlar cinsinden 
r(r,0) — rCos6i 4 rSindj (3.35) 


olur. Kutupsal koordinatlarda skala faktörlerini bulmak için (3.6) eşitliği 
kullanılabilir. Önce g, —r için işlem yapılırsa 


ör OoOoör d(rCos8i*rSindj) z NN 
iy > ör — Cosdi 4 Sindj 
gı — hi— sağ — (Cos6i - Sinbij) - (Cos6i 4 Sin6ij) 


ör ör 
Cos20 4 Sin?9 —-1—h,—1 


gı 
bulunur. İkinci olarak g, — 9 için işlem yapılırsa 


dör oOoör ö(rCos8i-4rSindj) Ee N 
m ©“ — e ve rSindi 4 rCos6j 


g2 — hi—-—.— —(-rSindisrCos0j)- (—rSin6i - rCos6j) 
g2 — r?(Cos?0 *Sin?90)—r)>h)—r 
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olur. (3.8) eşitliğine göre, kutupsal koordinatlarda birim vektörler 


. OoÖör/ör 1 ör ; e 
e, e, —F— Pei © Cosi 4 Sind) (3.36a) 
oç öyfei Iğ& 5. N 
e, -< eg -0- 0r/081 “ hz 00 “ Sinbi * Cos0j o (3.36b) 


olarak elde edilir. Burada e, —e,—7 vee, —eg — 0 eşitlikleri aynı birim 
vektörlerin farklı gösterimleridir. Kutupsal koordinatlarda birim vektörler 
Şekil 3.2b'de verilmiştir. 


Şekil 3.2b Kutupsal koordinatlarda birim vektörler 


Kutupsal koordinatlarda bazı nicelikler: 


1. Yay elemanları: dsı — dr, ds; — rdf 

2. Yer vektörünün diferansiyeli: dr — dre, * rdfeg 

3. Yüzey elemanı: z — sabit— 0, da —rdrdf 
4. Gradyan işlemcisi: V—-eğ*te,li 


Örnek 3.le,-e, — eg -€eg—1 vee, : eg — 0 olduğunu gösteriniz. 
Çözüm 3.1i-i—j-j—1 vei-j—j-i —0 olduğu hatırlanırsa 


er : e, — (Cos6i 4 Sin6j) - (Cos8i 4 Sin0j) — Cos?0 - Sin?9—1 
eg - e — (—Sindi 4- Cosbj) - (—Sinfi 4 Cos0j) — Sin?9 4 Cos?9 —1 
er - eg — (Cos8i * Sindij) - (—Sin8i - Cos0j) — SinCos0 — Cos0Sin9 — 0 


bulunur. 


Örnek 3.2 A(r,0) —rr-4 rSin9ö vektör alanı ve Şekil 3.3'te verilen 
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basit kapalı eğri için j A -dr integralini hesaplayın. 
cCc 


Şekil 3.3 Çembersel kesit 


Çözüm 3.2 Adr — (re, * rSindeg): (dre, 4 rddeg) — rdr*r?Sin0d0 
olur. Kapalı eğri dört bileşenden oluşuyor. 

C, eğrisi boyunca 9 — sabit — O olduğundan d4 — 0 ve Sin0 — 0 olur. 
Buna göre 


bulunur. 
C> eğrisi boyunca r — sabit — 2 ve dr — 0 olur. Böylece 


x/2 
il A -dr— Ni 4Sin0d0 — 4|—Cos0)g”? — 4 
C3 6—0 


olur. 
C3 eğrisi boyunca 4 — sabit — 7/2 olduğundan d) — 0 ve Sinn/2—1 


olur. Buna göre 
1 
2 
JAcar— (rar - 7 


C3 r-2 


1 


, 2 


bulunur. 
C4 eğrisi boyunca r — sabit — 1 ve dr —0 olur. Böylece 


Ja 'dr— J Sin0dd — (-Cos0)7 » — —I 
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olur. Sonuç olarak j A -dr —3 olur. 


Cc 
Örnek 3.3 Kutupsal koordinatlarda hareket eden m kütleli bir cisim 
düşünelim. Cismin konum vektörü zamanla değişirken birim vektörlerin 
yönleri de zamanla değişir. Birim vektörlerin yön değiştirme hızını bulunuz. 
Çözüm 3.3 Yer vektörü zamanla değiştiğinden, kutupsal koordinatlar 
zamanın fonksiyonudur: r(t), 0(4). (3.36a) ile verilen e, birim vektörün 
zamana göre değişim hızı 


der e d(Cos(0(t)li 4 Sin (6(t)1j) E d0 


ET E em (—Sin6i 4 Cos6j) 


elde edilir. de açısal hız olup 0 ile gösterilir. — Sini - Cos0j , (3.36b)'de 
verilen eg olduğunda 


der 
dt 


elde edilir. i ve j birim vektörleri sabit olup zamanla değişmezler. Fakat er 


— 4 (—Sinbi 4 Cos0j) — dep 


birim vektörü, birim zamanda 9 hızı ile ep birim vektörüne dönüşür. Benzer 
işlemler eg için yapılırsa 


bulunur. 


Örnek 3.4 Kutupsal koordinatlarda hız ve ivmenin bileşenlerini bu- 
lunuz. 
Çözüm 3.4 Kutupsal koordinatlarda 


r(r,0) — rCos8i 4 rSin6j 


ile verilen yer vektörünün zamana göre birinci türevi v hız vektörünü, ikinci 
türevi ise a ivme vektörünü verir. Önce hız vektörünü bulalım: 
dr(r,0) od 


— idm (rCos0 i-4rSinf j) 


R dr dCos0 il de dSinf 
i |c0s9 pri ET | *j (sine eni di | 


dr d0 
H AE rCos0 | 


v —r|Cosfi4Sinbil 4 r9 |-Sinfi4-Cos6j| 


, dr . ,d6 iç 
vzi |C0s0 Emi Sine) *j (sine 


Burada ge — r ve de — 0 kısaltmaları kullanıldı. Birim vektörler cinsinde 
v hiz vektörü 


v(r,0) — rer * rdeş 
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olarak elde edilir. Hız vektörü, bileşenleri cinsinden v — v,€e,*v4ep yapısında 


olduğundan radyal hız bileşeni v. —r ve açısal hız bileşeni v — r4 olarak 
bulunur. Şimdi a ivme vektörünü bulmak üzere yer vektörünün ikinci türevi 


alınırsa 
ye &r(r, 0) — dvr, 0) z > (ie, #röes ) 


di di 
e yi 48 yade 
7 ür ba A dı” 


olur. 7 — ii 0 — g kısaltmaları ve daha önce elde ettiğimiz der — (eg ve 


dee — — —be, eşitlikleri kullanılırsa, a ivme vektörü birim vektörler cinsinde 


ğ ğ ” .2 
a — re, t rfeg 4 rbeg * rdeg —rfe, 


.2 bna 
(-r6 Yer (250 râ) e 


olarak bulunur. İvme veli; bileşenleri cinsinden a — are,*age, yapısında 


olduğundan a, — r— rğ. ve ag — 2r0 * rö bulunur. 
3.2.2 Silindirik Koordinat Sistemi 


Kartezyen z, y, z koordinatlarıyla tanımlanan bir P(7,y, 2) noktası, 
şimdigı —p, g2 — Ö, gs — z silindirik koordinatlar olarak bilinen üç yeni 
koordinatla gösterilecektir. Bir problemin geometrisinin silindirik olduğu 
durumlarda bu koordinat sistemi uygun olmaktadır. Silindirik koordinatlar 
ve birim vektörler Şekil 3.4a ve Şekil 3.4b'de verilmiştir. 


z 
p P(1,y,2) 


Şekil 3.4a Silindirik koordinatlar Şekil 3.4b Silindirik birim vektörler 


Buna göre; 
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i. p; P(T,y, 2) noktasının zy düzlemine dik izdüşümün z eksenine olan 
uzaklığa, 

ü. dp; *-7 ekseninden p'ya saat ibresi tersine gidilerek ölçülen açıya, 

ül. z; üçüncü kartezyen koordinata karşılık gelmektedir. 

Bazı kaynaklarda p yerine p'nin kullanıldığını belirtelim. Bu konuda bir 
standart yoktur. Silindirik koordinat sisteminde z — O seçilirse kutupsal 
koordinatlara geçilebilir. Ancak p—r ve pg — 0 değişikliğini yapmak 
gerekir. 

Kartezyen (7, y, 2) ile silindirik (p, ö, z) koordinatları arasında 


I — ilp,d) -pCos (3.37a) 
— yie,ğ) -pSinp (3.37b) 
Zi 2 (3.37c) 


ilişkisi vardır. Ters dönüşümler ise şöyle elde edilir: z ve y koordinatlarının 
kareleri alınıp toplanırsa 


1? *y? — (pCos)? * (pSing)? - p? (Cos?g 4 Sin?4) — p? 

olur. Buradan p çözülürse 

p(r,y) —vVı24y) 0<p<o (3.38a) 
elde edilir. z oranından gerekli işlemler yapılırsa p için 

h — tan! (2) ,0<4<Ir (3.38b) 
g 

bulunur. z koordinatının ters dönüşümü kendisine eşittir. 

2-2, —coSzSo (3.38c) 


zı, y ve z verilirse silindirik koordinatlar tam olarak bulunur. Silindirik 
koordinatlarda konum vektörü 


r(p, , 2) — pCosgi - pSindj*zk (3.39) 


şeklindedir. Silindirik koordinatlarda skala faktörlerini elde edelim. gı — p 
için 


ör e — 0 (pCosgi * pSinpi-*-zk) - eği sölli 
04, dp dp 
gı — hi o öç“ — Cos?g 4 Sin?g —1 
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ga — ö için 
ör oOoör d(pCosgi *pSinditzk) en > 
dn — öğ — rom ii — —pSingi 4 pCosğj 
ör ö : 
g2 — hi— 35 . 33 — p(Cos?p * Sin?4) -p” 
> ha —p 
ve g3 — z için 
ör ör o ö(pCosgi *pSinditzk) k 
Og, öz öz 5 
ör 0 
933 — h3- > 2 2kek—i> hal 


bulunur. Artık birim vektörleri bulabiliriz. 


zen. Bdp l1ör ai 
e - ee -i- elemi Ard” Cosğgi - Singij (3.40a) 
ag e de 
e, — eş -p- ör/öği “ ha 08 © Singi * Cosğj  (3.40b) 
. OÖr/öz 1 ör 
-— — — — — — — - 0 
© mame “gz Ge 


Birim vektörlerin e; :e; — dj; ve e; x 
ları gösterilebilir. Yer vektörünün r(p, 


©j — Eijkek bağıntılarını sağladık- 
&, 2) — p(Cosgi * Sind) -zez —p 


eptze, şeklinde de yazılabileceğini belirtelim. 


Silindirik koordinatlarda bazı nicelikler: 


1. Yay elemanları: 

2. Yer vektörünün diferansiyeli: 

3. Yüzey elemanları: 

i. Silindirin yanal yüzeyi: 

ii. Silindir eksenini içeren yüzey: 
iii. Silindirin taban/tavan yüzeyi: 
4. Hacim elemanı: 


ds, — dp, ds> — pdgp, dss —dz 
dr — dpe, * pdpe, tdze; 


p — sabit, da, — dsıds3 — pdgdz 
gd — sabit, da; — dsıds3 — dpdz 
z — sabit, daa — dsıds; — pdpdg 
dV — dsıdsıds3 — pdpdgdz 


Silindirik koordinatlarda yüzey elemanları Şekil 3.5a, Şekil 3.5b ve Şekil 
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3.5c'de verilmiştir. 


Şekil 3.5c z — sabit yüzeyi 


5. Gradyan: Vİ — epi teşiği * eği 
6. Diverjanss V-A —; 8 (041) * A: * 2 (0A3)| 


Zİ peş Ez 
7. Rotasyonel: VXxA —; öp ğ z 
An odas 


p 
z a 2 
8. Laplasiyen: Vv (1-15 (034) pm kof ve ya 


Örnek 3.5 Silindirik koordinatlarda hareket eden m kütleli bir cismi ele 
alalım. Cismin konum vektörü zamanla değişirken birim vektörlerin yönleri 
de zamanla değişir. Birim vektörlerin zamana göre değişimini bulunuz. 

Çözüm 3.5 İlk olarak e,'nun zamanla değişimine bakalım. i ve j sabit 
kalırken açısı zarnanla değişir. Buna göre 

dep d : el yi 

ww (Cosgi 4 Singi) — ios tiz Sin 
e e dö 
— —iSinde #jCos#—. — (—Singi 4 Cosj) 7 
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olur. g açısının zamanla değişimi & — p açısal hızdır. Diğer yandan 
—Singdi*-Cosdij, (3.40b) ile verilen eş olduğundan, e,'nun zamanla değişimi 


olarak elde edilir. Benzer işlemler e; için yapılırsa 


de; y 
a 
bulunur. Son olarak e, — k'nın yönünün sabit kaldığını, dolayısıyla dez. — 
0 olduğunu belirtelim. 


Örnek 3.6 Silindirik koordinatlarda hareket eden bir parçacığın hızının 
bileşenlerini bulunuz. 

Çözüm 3.6 Silindirik koordinatlarda konum vektörü kartezyen birim 
vektörler cinsinden r(p, p, 2) — pCosgi*pSingdj--zk ile verildiğini biliyoruz. 
Konum vektörünün zamana göre türevi, v hız vektörünü verir. 


dr id : ae 
a e 7 (eCosgi * pSingdi-*-zk) 
e dp , dlos#$ .,.. dp 5 dSinp 
— 1C0sp-. tıp di #jSind e ti *t)j di * KE 


(Cosgpi * Sindi) e * p(—Singi * Cosğj) > 4 k— 


elde edilir. Se —g, de -p, g2 Sd alınır ve Cosği 4 Sindji—e,, eş > 
—Singdi * Cosgj , e, — k olduğu hatırlanırsa,v hız vektörü 


v — pep İ pğeş tze; 


olarak elde edilir. Buna göre hızın bileşenleri, v, — vp, — p,v— vy — ph 


ve uu —v, —2'dir. 


Örnek 3.7 Silindirik koordinatlarda ivme vektörünü bulunuz. 
Çözüm 3.7 Hız vektörünün zamana göre türevi ivmeyi verir. Buna 
göre 


dv d 


a (bep 4 bey sie) 


. d2, dep dö di 
eo tp te ey İL tesp HİP te “di 
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Me — hey P de —dep, £ —p, di — ğ ve - — z olarak yerine yazılır 


" ve düzenlenirse, ivme vektörü 
— (6-eö )e.* (95 208) ep Ht ze: 
olarak elde edilir. 
Örnek 3.8 Şekil 3.6'daki gibi verilen bir silindirin yarıçapı z'ye bağlı 
olarak p — 2 — z ile değişmektedir. Bu silindirin tabanı z—0,tavanız—1I 


düzlemleriyle sınırlanmıştır. Yanal yüzeyin alanını ve silindirin hacmini 
hesaplayın. 


Z 
Şekil 3.6 Konik silindir 


Çözüm 3.8 Silindirin yanal yüzey elemanının da — pdgdz ile verildiğini 
biliyoruz. Yüzey elemanının integrali yüzeyi verir. Yüzeyi S ile gösterelim. 


1 
S— Şa fes) dp — Je-osfa 
s- ze - zl (467) - (:- 3) 2m — 3m 


bulunur. Hacmi bulmak için dW — pdpdgdz hacim elemanının integrali 
alınırsa 


2 1 2 1 2 
V — Jav- fasfaz | pap-rm (az | pap 
p—O 2—0 p—2—z 2z—0 p—2-—z3 
(er Ma o: 
— 2 | Pa öz -2n | (5 - ja 
ğe 2 2 
z—0 z— 
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DE 
l 
O) 
 N 
A 
N 
|) | 
N 
DJ 
Nal 
A. 
N 
Il 
a 
Pam 
NR 
N 
l 
N 
vw 
di 
A. 
N 


Il 

a 
GEEK | 

N 

N 

N 

I 

IN 
| 
o İm 

Il 

a 
EN 

N 

I 

IR 
NEZ 

Il 

an 

“| 


bulunur. 


Örnek 3.9 A — Pep t pSingdeş * ze, ve tabanı z — O düzleminde 
bulunan R yarıçaplı h yükseklikli silindir(Şekil 3.7) için diverjans teoremini 
doğrulayın. 


I 
Şekil 3.7 Silindirik hacim ve yüzeyi 


Çözüm 3.9 Diverjans teoremi f A-da— J (V - A)dV idi. A vektör 
Ss 174 
alanının bileşenleri A, —p, A3— a A3—z: er. 
1fö 
V-A — — LE 2) 4 © ipine) İL 0) 


p 1öp öğ 
MR 
— YAR oz Er 2 


— 24 Cosp*1—34 Cosgp 


bulunur. Silindirik koordinatlarda hacim elemanı dV — pdpdgdz olduğun- 
dan teoremin sağ tarafı 


/ (VW -A)dV — (3 -- Cosp)pdpdpdz 
V 


sf min fas fare | me) öne fa 
p—0 p—O 2-0 p—0 z—0 
R 
3 (E) (4i0") (210) * 2 .) (Sindiğ”) (215) 
R2 


R2 
— 3 -2rh * — (Sin2r — SinO)h — 3R2h 


Bölüm 3 Dik Eğrisel Koordinatlar 81 


olarak bulunur. Sin2n — Sin0 — 0 'dan dolayı ikinci terimin sıfır olduğuna 
dikkat edelim. Silindirin kapalı yüzeyi taban, tavan ve yanal yüzeyden 
oluşmaktadır. Buna göre; 

I nolu yüzey: z — sabit — 0, yüzey normalinin —z yönünde olduğu 
dikkate alınırsa da — —pdpdpe, olur. Buna göre 


J Avda 
I 


J (pep * pSindeş 4 zez) - (—pdpdpez) 
I 


-3 | papad -— —(0) | papaş 0 


bulunur. z yerine sıfır yazıldığında integralin sıfır olduğuna dikkat edelim. 


Il nolu yüzey: z — sabit — h, yüzey normalinin 4z yönünde olduğu 
dikkate alınırsa da — pdpdge; olur. Buna göre 


J A'da 
Ni 


J (pep * pSindeş * hez) - (pdpdgez) 


TI 
R 2x 
h | pdp | de xRöh 
g—0 


p—0 


bulunur. 


HI nolu yüzey: p — sabit — R, yüzey normali e, yönünde olduğundan 
da — Rdgdze, şeklindedir. Buna göre 


J A-da — J (Rep * RSingdeş * zez) : (Rdpdze,) 


II II 
27 


h 
R? J dp | dz —2rR2h 
—-0  z—0 


olarak bulunur. Üç yüzey için olan sonuçlar toplanırsa j A-da—0*7R2h- 
Ss 


2nR2h — 3nR2h bulunur. Böylece teorem doğrulandı. 
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Örnek 3.10 


Şekil 3.8 Silindirik kesit 


Şekil 3.8'de verilen silindirik yüzeyi ve A — p? ep t pCospeg * ze, vektör 
alanını kullanarak diverjans teoremini doğrulayın. 

Çözüm 3.10 A vektör alanının bileşenleri A, — p? , Az — pCosg,, 
Aş — z olduğundan 


be a 0 
lar (0) * 35 (8Co0sğ) $ >; (ez) 


nm (05) * z (Cosp) TT: a) - — 3p— Sing *l 


bulunur. Hacim bölgesinde0<p<2,0<p<7/2ve0<z2<5 aralığında 
değer aldığından hacim integrali 


Jw -A)dV — Je Sinp 4 1)pdpdgdz 
V 
7/2 5 7/2 
— s/ pdp | ap | az - İvan | Sint | 
p—0 pg—O 2—0 p—0 g—O z—0 


2 7/2 
# f pap | dö ( âz 20-104 ön 25 - 10 
p—0 d—0 2-0 


olarak bulunur. Bu örnekte silindirin kapalı yüzeyi beş kısımdan oluşmak- 
tadır. Yüzey numaraları keyfi olup sonucu değiştirmez. Burada yüzeyler 
aşağıdaki gibi seçilmiştir: 
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I nolu yüzey(Taban): z — sabit — 0, da — —pdpdge, olduğundan 


Ja da — J (0'e, * pCospeg * zez) »(—pdpdge;) 
I 


—) firin 40 f f rim 
bulunur. 


II nolu yüzey(Tavan): z — sabit — 5, da — pdpdjge; alındığında 


JAvda 
ii 


İ (tes 4 pOosey * Sez) -(pdpddez) 


ii 


3 r/2 N 
JG 


p—0 g—0 


2 
) (ei) 5035 ön 
o 


olur. 
II nolu yüzey( Yanal yüzey): p — sabit — 2, yüzey normali e, yönündedir, 
da — 2dgdze, olur. Böylece 


JA-da 


il (de, 4 2Cosdeş * zez) : (2dddzep) 


ITI ITI 
r/2 5 
— B/ de | a: -8( 45) (216) -8x7x5-207 
g-0 2-0 


bulunur. 

IV nolu yüzey(yz düzleminde kalan dikdörtgen yüzey): g — sabit 
7/2, yüzey normalinin e, yönünde olduğundan yüzey elemanı vektörü da 
dpdzeş olur. Buna göre 


Ja 'da — J (e, * pCoszeş SE zez) » dpdzeş 
IV IV 


2 p(0)dpdz — 0 


IV 


bulunur. Burada Cos? — 0 değeri kullanıldı. Son olarak; 
V nolu yüzey(1z düzleminde kalan dikdörtgen yüzey): g — sabit — 0, 
bu kez yüzey normalinin —e, yönünde olduğuna dikkat edelim. Buna göre 
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da — —dpdzeş olur ve 


Ja da — J (Se, * pCos0e, * zez) - (—dpdzeş) 
V 


V 

2 5 
- | sâpdz - — | pap | âz 
V 


p—0 z—0 
212 
fe öl Ri 
(2) 8) - zx5--10 


olarak hesaplanır. Tüm yüzeylerin katkısı toplanırsa j A-da—04*5n- 


Ss 
20n -0— 10 — 257 — 10 sonucu elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamam- 
lanmış oldu. 


3.2.3 Küresel Koordinat Sistemi 


Kartezyen z, y, z koordinatlarıyla tanımlanan bir P(Z, y, 2) noktasını, 
gı —T, g2 — 0, gz — g küresel koordinatları ile Pfr, 0, g) biçiminde işaretle- 
mek istiyoruz. Küresel koordinatlar ve birim vektörler Şekil 3.9a ve 3.9b'de 
verilmiştir. Şekil 3.9a'dan görülebileceği üzere küresel koordinatlar aşağı- 
daki gibi tanımlanır: 


Şekil 3.9a Küresel koordinatlar Şekil 3.9b Küresel birim vektörler 


i. r; P(2,y, 2) noktasının orijine olan uzaklığına, 

ü. 0; -z ekseninden r'ye saat ibresi yönünde gidilerek ölçülen açıya, 

iü. p; -T ekseninden r'nin zy düzlemindeki dik izdüşümüne saat ibresi 
tersine gidilerek ölçülen açıya karşılık gelmektedir. 
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Kartezyen (2, y, 2) ile küresel (r, 0, ) koordinatları arasında 


ı — r(r,0,ğ) —rSin8Cosp (3.41a) 
— y(r,0,g) —rSindSinp (3.41b) 
z — z(r,0)—rCos9 (3.41c) 


ilişkisi vardır. Burada z'nin ö'ye bağlı olmadığını belirtelim. 
Ters dönüşümlere bakalım. İlkin, z, y ve z koordinatlarının kareleri 
alınıp toplanırsa 


(rSin9Cosg)? 4 (rSin9Singd)? 4 (rCos0)? 
r2Sin?29 (Cos?p 4 Sin?p) 4 r?Cos?9 
— r?(Sin?0 4 Cos?9) —r? 


1? yy? 2 


olur. Burada Cos?ğ--Sin?ğ — 1 ve Sin20 -Cos?0 — 1 eşitlikleri kullanıldı. 
Buradan r çözülürse 


r—r(1,y,2)—-vV124y24232 0<r<coo (3.42a) 


elde edilir. İkinci olarak, z oranından gerekli işlemler yapılırsa için 
h — tan”! (2) ,0<4<Ir (3.42b) 
bulunur. Son olarak (3.41c)'den 4 çözülürse 
—Oğe LE 
9 — Cos dak 0<0<7 (3.42c) 


bulunur. Herhangi bir noktanın 7,y,z koordinatları verilirse r, 4 ve p koor- 
dinatları tam olarak bulunur. 

Küresel koordinatlarda konum vektörü r(r,0, 9); i, j, k birim vektörler 
cinsinden 


r(r, 0, g) — rSindCosgi 4 rSin0Sindj*-rCos80k (3.43) 


olarak elde edilir. Küresel koordinatlarda skala faktörlerini bulalım: gı —r 
için, 

ör — ör - O(rSin0Cosgği * rSin8bSindj4rCos6k) 

dg, oOoOör ör 
Sin0losgi 4* Sin0Sindj--Cos0k 


gı — hi SE . > — Sin?9 (Cos?p * Sin?g) -Cos*9 


h? Sin?9 4 Cos”9—-1h,—1 
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ga — Öl için, 
O, 90 (rSin0Cosgi 4 rSin0Sindj-rCos0k) 
dg, o 00 00 
— rCos0Cosgi-4 rCos0Sinpj—rSinOk 
m — hi- 5 . 5 — r?Cos?0 (Cos? * Sin?p) 4r?Sin?9 
h — r?(Cos?94Sin?0) —rP hr 
ve g3 — gp için, 
ör OoOoör öf(rSin8fCosgi *rSin80SinpjtrCos8k) 
da, öp öp 


— —rSinfSingdi-*rSin0Cosdj--Ok 


ör ör 

— h——.— 

433 3 06 öğ 
h — riSin?4 (Sin?g 4 Cos?g) -r?Sin?9 > hs —rSinb 


—r2Sin?0Sin?g 4 r?Sin?0Cos?g 


bulunur. Küresel koordinatlarda birim vektörler 


EVE o. ör/ör olör 

1 OST rr  hör 
— Sin0Cosgi * Sin0Singdij*-Cos0k (3.44a) 

e -ö- 0r/08 o lör 

2 > EN lol” hz 88 
— Cos0Cosgi-4- Cos0Sinpj—SinOk (3.44b) 

o w &mö LIÖR e p” 

e, eş -p- iör/04) “ ha öğ © Sini * Cosdj (3.44c) 


olarak bulunur. Birim vektörlerin skaler ve vektörel çarpımları için e; -e; — 
Öjj ve €; X ©; — Ejjkek bağıntılarının sağlandığı gösterilebilir. Burada Eğik 
Levi-Civita tensörüdür. Yer vektörü, e, cinsinden 


r(r,0,ğ) —r(Sin4Cosgi 4 SindSinpj-Cos0k,; ) — re, 


şeklindedir. 
Küresel koordinatlarda bazı nicelikler: 
1. Yay elemanları: ds, —dr, ds — rdf, dsa — rSinödg 


2.Yer vektörünün diferansiyeli: dr — dre, * rdfe,*rSinbdpe; 

3. Yüzey elemanları: 

i. Kürenin dış yüzeyi r —ro, da, — ds;dsa — riSin8d0dp 
ii. Koni yüzeyi 0 — 0g, daz — dsıds3 — Sinbgrdrdg 
ili. z eksenini içeren yüzey & — Ap, daa — dsıdsz — rdrd0 
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4. Hacim elemanı: dV — dsıdsıds3 — r?drSin0d0dö 


5. Gradyan: Vİ e, gi La esi ği si ©7518 84 
V-.A — iğ (ğ r2Sin0A,) * ğ (rSin0 A2) 
6. Diverjans: 3 
tög (rA3) 
er Teş rSindeş 
7. Rotasyonel: VxA — 1355 z # ğ 
A, rA; rSindAş 


B. Laplasiyen: VA/—48 (r33İ) 4 sdmp$ö (Sin934 ) 4 aslana öz 
Küresel koordinatlarda yüzey elemanları Şekil 3.10a, Şekil 3.10b ve Şekil 
3.10c'de verilmiştir. 


Şekil 3.10a r — sabit yüzeyi Şekil 3.10b 0 — sabit yüzeyi 


Şekil 3.10c p — sabit yüzeyi 


Örnek 3.11 Küresel koordinatlarda birim vektörlerin dik olduklarını 
gösteriniz. 
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Çözüm 3.11 İlk olarak e, : e, skaler çarpımına bakalım. Kartezyen 

birim vektörler içini-i—j-j—k.-k—lI, diğer çarpımlar sıfır olduğundan 
er-eg — (Sin80Cospi- Sin8Singj-Cos6k) 

-(Cos0Cosgi 4- Cos0Singpij— Sinök) 
Sin9Cos0Cos?p 4 Sin8Cos0Sin?p — Cos8Sin9 
Sin0Cos0 (Cos? * Sin?4) — Cos0Sin0 
Sin0Cos0 — Cos0Sin0 — 0 
elde edilir. Sonuç; er : e, — O olduğundan e, ile eg diktir. İkinci olarak 
€r : eş çarpımı 

er:e, — (Sin0Cosgi-4 Sin8Singj-Cos6k) - (— Sinpi 4 Cosgij) 

— —Sin8Cosg Sing 4 Sin0SingCosg — 0 


olur. O halde e, ile e, diktir. Son olarak e, - e, çarpımı 
egs-eş — (Cos8Cosgi-- Cos8Singj—Sin0k) - (— Sini 4 Cosgdij) 
— —Cos0CospSingp-4 Cos0SinpCosp — 0 


olduğundan ey ile e, diktir. 


Örnek 3.12 e, xeg — e, olduğunu gösteriniz. 
Çözüm 3.12 


i j k 
e, X eg —| Sindlosp SinbSinp Cos0 
Cos0Cosp oCos0Sinp —Sin0 


— i(-Sin?4Sing — Cos?0Sin) 4 j (Cos?9Cosg * Sin?9C0sğ) 
*-k(Sin0Cos0SinpCosp — Sin0Cos0SinpCosğ) 

— —iSing(Sin?0 4 Cos?9) 4 jCosp(Cos?0 -- Sin?) 4 Ok 

— —Sinği * Cospj —e, 


bulunur. 


Örnek 3.13 Küresel koordinatlarda birim vektörlerin zamanla değişi- 
mini bulunuz. 
Çözüm 3.13 İlk olarak e,'nin zamanla değişimine bakalım. i ve j sabit 
kalırken 4 ve açısı zamanla değişir. Buna göre 
— — (Sin0Cosg i - Sin0Singp j4-Cos0 k) 
N du. gil 
s ij (60s47; Sin? * Sin05.Cosd) 


*tj (Sine Sine * Sin05 Sine) * k 5, Cos0 
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—j (0s0C0s07 — Sintine.) 


*j (Cosesinp7? * Sin0Cos4T.) - kSi n0z 


olur. Ortak parantezler kullanılırsa 


der 
dt 


bulunur. ipini Symi Sin8k — eg, —SinpisCo0sj — eş yerine 


— (Cos0Cosgi-Cos0Singpj— Sin0k) — DU Sin0 (—Singdi-Co0sğj) za 


yazılır ve g -0 ; 2 — ğ gösterimleri kullanılırsa 


de, 
dt 


— dep * Sin0ğe, 


elde edilir. Benzer işlemler eg için yapılırsa 


BER yeğ ss CoslSind 5 Sö10k) 
& di 
de  . d d 
» © (6014770038 4 C0s07 Gosö) 
*jj Si G0 0-4-C gi si p “lg 0 
j( Sing Cos os0 Sin gsin 
deg e e d8 : dg 
a i Sin80Cosgp di Cos0Sinp | 


*j (<Sinsine7 * Gos9C0sp F ) - kCo 07 


si — —(Sin8Cospi*sSin0Singdj-Cos0k) — 4 Cos0 (— Sineği Cosfi) — 
— —be, * Cos0ğe, 


elde edilir. Son olarak e; için işlem yapılırsa 


deş d . . p 
a i Singi * Cosğj) 
> dp dg 
— —iCosg—— di —jSin Ki 


-(osgik sina)“ za — —(CosgğisSindi) 
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bulunur. Burada Cospi*Singdj çarpanı tek başına herhangi bir birim 
vektöre karşı gelmediğinden, iki birim vektör cinsinden bulmak istiyoruz. 
Bunun için (3.44a) ile verilen e, 'yi Sin9 ile ve (3.44b) ile verilen ep 'yı 
Cos0 ile çarpalım ve taraf tarafa toplayalım. 
Sinde, — Sin?8 Cosgi 4 Sin? Singj*- Sin8Cos0k 
— Sin?0(Cosgi * Sinöi) -SindCos0k 


Cosdeg — Cos?08Cosği4-Cos?0Sindj—Sin9 Cos0k 
Cos?0 (Cosgi*Sindi) —Sin0 Cos0k 


Siner 4* Cosfeg (Cosgi*Sindi) (Sin?0 4 Cos?9) 4 Ok 


(Cospi-*Sindij) 


elde edilir. Böylece Cosgi*Singj'nin yerine yukarıda bulunan özdeşi yazılırsa, 
e,'nin zamanla değişimi için 


> — —Sinbğer — Cos0ğeg 


elde edilir. 


Örnek 3.14 Küresel koordinatlarda hareket eden bir parçacığın hız 
bileşenlerini bulunuz. 

Çözüm 3.14 Konum vektörünün zamana göre türevi v hız vektörünü 
verir. Küresel koordinatlarda konum vektörü r — rer olduğundan 


v - — ——(rer) 


olur. Burada daha önce elde ettiğimiz dr — deg 4 Sin0pey eşitliğini yerine 
yazar ve & — r gösterimini kullanırsak 

v—rer* rdeg * rSinbğe, 
olarak elde edilir. Küresel koordinatlarda hız vektörü v — vrer * vgeg * 
vg€, yapısında olduğu göz önüne alınırsa, hızın bileşenlerinin 

Ur ST, vy — r6, vg — rSinWğ 
olduğu anlaşılır. Özel olarak parçacık küre yüzeyinde hareket ederse r — 


To — sabit ver —O olur. Böylece hiz v — rodep * roSinfğe, biçiminde iki 
boyuta indirgenir. 
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Örnek 3.15 Küresel koordinatlarda hareket eden m kütleli bir parçacığın 
kinetik enerji ifadesini bulunuz. 

Çözüm 3.15 m kütleli bir parçacığın kinetik enerjisi T — imw? ile 
tanımlanır. v - v çarpımı yapılırsa 


v2 VVE (ie, * rbeg * rSinbde, ) , (ie, * rbeg * rSinbpe, ) 


La .2 .2 
v2 r *r29 *r2Sin?0p 


olarak bulunur. Böylece küresel koordinatlarda kinetik enerji 
1 a 1 .2 2 wi iu 5 .2 
Tsm - m T *r“0 *r“*Sin“6ğ 
şeklindedir. 


Örnek 3.16 Küresel koordinatlarda ivme vektörünü bulunuz. 
Çözüm 3.16 Hız vektörünün zamana göre türevi ivmeyi verir. Türev 
için çarpım kuralı uygulanırsa 


dv d 
a — kü (ie, * rdeş * rSinbde; ) 


dr GE *e gr te 48 4 çğdee 
giy 


ii dt dt 


tey Simi 34 eş el die *eşrSin0 v 


yazılabilir. Daha er e Lei için elde ettiğimiz nicelikler yerine yazılır, 


gr — —r g- ğ ve de — 0 temsilleri kullanılırsa 


a — re, r (ie * Sin0de, ) * rdep * rbep 
4r9 (ie, # Cos0ğeş ) Di rSin9f eg 


4r0Cos0ğeş * rSindde, * rSinbğ (-Sinöe, — Cos0ğep ) 
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bulunur. Elde edilen terimler er, e, ve eş ortak parantezinde düzenlenirse, 
ivme vektörü 


il .2 .2 
a — (e —r9 —rSin?06 ) €r 
— > .2 
* (20 *r0 — rSin80Cos0gp ) eg 
* (255indö * 2r0Cos0ğ * rSin6ö) eş 


olarak elde edilir. 


Örnek 3.17 
Zz 
$ 
& 
DA 
| 


Şekil 3.11 Konik cisim 


Şekil 3.11'de görüldüğü gibi R — 10 cm yarıçaplı bir kürenin 9 — 379'ye 
kadar olan kısmını göz önüne alın. Bu geometrik cismin yüzey alanını ve 
hacmini hesaplayın. 

Çözüm 3.17 Cisim iki yüzeye sahiptir: Koni yüzeyi ve küresel kubbe 
parçası(içinde dondurma bulunan külah gibi). Koninin yüzeyinde 4 — 
sabit — 379 olup yüzey elemanı da, — Sin379rdrdp şeklindedir. Yüzey 
elemanının integrali yüzeyi verir. Sin379 — 0.6, Cos379 — 0.8 alınarak 


10 2x 2 
yi 
aj - 06 (rar | 44-06 (5 


r—O0 g—O 


10 
) (sie) — 06 x 1“ 2m — Gör em? 
> 2 


bulunur. İkinci yüzey r — sabit — 10 cm olan kürenin dış yüzeyinden bir 
parçadır. Yüzey elemanı da; — r?Sin8dödö olduğundan 


370 2n 
az — 100 7 Sin0dö J dp — 100 (—Cos8iğ”) (8i3”) 
6—0 h—0 
— —100(Cos37 — Cos0) 2n — —200x(0.8—1) 
— —200x(—0.2) — 40x cm? 
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bulunur. Toplam yüzey alanı a; * az — 100n cm? olur. Hacmi bulmak için 
dV — r?drSin0dödp hacim elemanın integrali alınırsa 


10 
| r2dr | Sin0d0 İ dp 


h—0 


S 
| 


3,10 
1000 100 
5 (<Cos0lğ”) diğ” < —— x 0.2 x 2 < ir on? 


o 3 


bulunur. 


Örnek 3.18 Bir 4 yükünden r kadar uzakta bir noktadaki elektrik 
alanı E m ger ile verilir. Burada &o boşluğun elektriksel alan geçirgen- 
liğidir. Küresel koordinatlarda elektrik alanın diverjansını hesaplayınız. 

Çözüm 3.18 Küresel koordinatlarda E — Erer* Eşeş* Eşe, biçiminde 
verilen bir alanın diverjansı 


V.E — öğ EH aki, * Ğ (rSin0 Eg) * ğ rEş)| ile hesaplanır. 
Örneğimizde Er — a &, Eş — Eş — 0 olduğundan 


V-E—yi s8 (r?SinfEr) — Ağ (r2E,) biçiminde kısalır. Er yerine 
yazılırsa 


EL Sa ii 
V-E— ( jx ER 1 (00-0, r #0 ise 


olur. Yani yükün bulunduğu nokta hariç elektrik alanın diverjansı V-E —0 
oluyor. Bu doğrudur. Çünkü diverjans uzayın bir noktasında bir kaynağın 
olup olmadığını söyler. Burada elektrik alanın kaynağı noktasal yükün 
kendisidir ve o yük r — O'da bulunmaktadır. 7—0 limitinde V-E — 
0 belirsizliği oluşmaktadır. Bu durumda V - B'yi bulmanın bir yolunu 
bulmalıyız. Bu problemi diverjans teoremi yardımı ile giderebiliriz. E alanı 


için diverjans teoremi 
ge da- | W.E)dv 
Ss 4 


şeklindedir. Bu teoreme göre V - B'nin hacim integrali, özdeş olarak yükü 
saran kapalı yüzeyden geçen akıya eşittir. Şimdi --g yükünü, merkezinde 
yükün olduğu r yarıçaplı küresel bir yüzeyle kapatalım ve yüzeyden geçen 
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elektrik akısını hesaplayalım. 


i 1..g 2 2 r2Sin8d0dg 
$ E-da 4 GG er mi er) (r?Sin4dödder) — a ei e 
Ss Ss 


— al Sin8d0 il dp — (—Cos81g) (40 7) 


— — -(-Cosm * Cos0)2n — — Xx 4m. 
TE ri 


Bu sonuç 7 (V - E) dV'ye eşit olmalıdır yani; 


< 


olmalıdır. Bu eşitlikten 
1 
jJv. (er) av ar 
r 
14 


olması gerektiği anlaşılır. V. (Zer) için öyle bir sonuç bulmalıyız ki hacim 
integrali r # O'da sıfır, r — 0 iken 47 olsun. Bu daha önce incelediğimiz 
Dirac-Delta fonksiyonudur: 69(r) . Dirac-Delta fonksiyonunun 47 fonksi- 
yonu ile çarpımının integralinden yararlanarak 


1 
J v. (5) dV — J 4m63(r)dV 
V V 
yazılabilir. Buradan 
v. (Se) — 4n69(r) (3.45) 
r 


olduğu sonucuna ulaşılır. Bu eşitliğin her iki tarafını ,4— Zee ile çarparsak, --g 
yüküne ait elektrik alanının diverjansı 


v. ağı a 
(E r2 er) “i m © (e) 
d ç3 
— 4 


olarak bulunur. 
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Örnek 3.19 F — re, * Sinbeg 4 rSin9Cosgeç vektör alanını kulla- 
narak Şekil 3.12'deki gibi verilen R — 1 yarıçaplı kürenin z — 0 düzleminin 
üstünde kalan kısmı için diverjans teoremini doğrulayın. 


Şekil 3.12 Yarım küre 


Çözüm 3.19 fr -da - (VW -F) dV şeklinde verilen diverjans teo- 


S V 
reminin önce sağ tarafını ele alalım. Vektör alanın bileşenleri F, — F, —r, 
F> — Fo — Sind ve F3 — F, — rSin8Cosg'dir. Buna göre 


LE İ (rSin29) 4 2 (25i 
ME E (r Sin6) * 5 (rSin MEN Sin8Cosğ) 


10,5 ı 9d 2 
ör) tiği (Sin?0) 4 5 (Cos) 


. 1 : 
— zg3r * TGinğ25in8Cos8 Sind 
2C0s0 — Sağ 


— 34 


bulunur. Küresel koordinatlarda hacim elemanı dV — r?drSin0d0dg olduğun- 
dan 


7 (W -F)dV — | ( e Sine) r2drSin0dödö 
V 


1 r/2 1 r/2 
— 3/ r2dr J Sin0d0 İ dp 4-2 J rdr n Cos0Sin0d0 İ dö 
r—0 —0 g0 r—0 —0 g0 


1 7/2 2m 
— J r2dr Sin0d0 Sinddp 


r—0 6—0 g—0 
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2 
biçiminde yazılabilir. 7 Singdg — 0 olduğundan üçüncü integral sıfır olur. 


h—O 
Birinci ve ikinci integraller hesaplanırsa 


| eos) (e) 
) (4) 


r2|' Sin29|”/2 
“| — 
2 İg 2 İp 
Sin?n/2 - 22) Di 


3 
— gi Cos) 4 Cos) 2n 4-5 | 3 > 


J wav 


vV 


Il 
v 
li 
SR 


olur. Cos(7/2) — SinO — 0 ve Sin(7/2) — 1 olduğundan 


J wav anin in 
V 


olur. Teoremin sol tarafına bakalım. Burada yarım kürenin iki yüzeyle 
kapatıldığını görüyoruz. Bunlar; 

I nolu yüzey(Kubbe) için : R — sabit — 1, da, — R2?Sin4dödde, ve 
kubbe yüzeyinde F —Re, * Sindeg * RSin9Cospeş olduğundan 


J F da; 


(Rer * Sinbeş 4 RSin0Cospey) : R?Sin0dödper 


Kubbe Kubbe 
7/2 
— yi (03 Sinödödg — | Sinan | dp —1Ix2n—2n 
4—0 g—0 
bulunur. 


Il nolu yüzey( Taban) için: 0 — sabit— x/2, daş — Sin/(n/2)rdrdpeg — 
rdrdğeg ve tabanda F —re, * Sin(7/2)e *rSin(n/2)Cosgeş olduğundan 


” F:-daş 


J (re, * Sinl 3 )eş * rSin(5)Cosdeş) -rdrdpeş 


Taban Taban 
1 
— 7 Sinl (3)rdrdş-Sin(5 DJ rdr İ dg 
Taban Tr—0 g—O 


Il 
Pam 
pa 
hd 
D.4 
> el > 
wo) İ, 


i 1 
J (dl) —1x5x20 7 
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bulunur. Böylece g Eda — 7 F.da-* n F-daş—2n*7n — 37 olur. 
Ss Kubbe Taban 


Sonuç; j F-da— J (VW - FP) dV —3r olduğundan teorem ispatlanmış olur. 
Ss 174 


Örnek 3.20 A — r2C0s0er-4-r2Cospeg —r2Cos0Sindeş vektör alanını 
ve Şekil 3.13'teki gibi <0 <7/2ve0<g < 7/2 ile sınrlanan R—1I 
yarıçaplı küre dilimini kullanarak diverjans teoremini doğrulayın. 


Şekil 3.13 Küresel dilim 


Çözüm 3.20 A, — r2Cos0, Ag — r2Cosg ve Aş — —r2C0s0Sing 
vektör bileşenleri 


1 Ü am 0 i 0 
V.A 177 E (r2Sin8A,) * 3ö (rSinf Ag) 4 33 rae) 
ile verilen diverjans ifadesinde yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
VvV.A — e (r?2Sin8r?C0s9) > (rSin0r?Cos9) 
r2Sin0 |ör 00 
0 2 , 
tüy (<rr Costsine)| 


NO > Me Ğİ eye Ö,3 
— önü İs (r Sin8Cos0) * 3ö (r Sin8Cosğ) — (r Cos6Sin) 


öğ 
© Cos6d,4, , rCospd .. rCos 0... 
çe Lİ 
5 Cosâ ,  rCosp rCos0 W 
> 4r“ Sind Cos0 Sinö Cosgp — 4rCos0 
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elde edilir. 0<4<7/2,0<g<7/2ve0<r< R değerleri için V-A'nın 
hacim integrali alınırsa 


1 x/2 x/2 
J (VW - A)dV — J 4r3drSin0Cos0d0dg — 4 J r3dr , Sin80Cos0d0 Ni dp 
V V r-0 —0 —0 


r Sin20|” "/2) i II Xx 
(a) gi DİĞ Jsix7x5Xx5-5 


bulunur. Şekil 3.13'teki gibi seçilen yüzeyler için yüzey integralleri aşağı- 
daki gibidir: 
Inolu yüzeyde(Kubbe): R— 1, da, — R?Sin0dödder ve kubbe yüzeyinde 
A — Rİ (Cosfer 4 Cosgeg — Cos9S'inpeg) 


olduğundan(R — 1 alınarak) 


A-da, — J (Cosfer * Cosgeg — Cos8Sinpeş) - Sin0dödder 
Kubbe Kubbe 
r/2 r/2 
Ss Hi Sin8C'os0d0dg — il Sin80Cos0d0 J dp 
0—0 p—-0 
Sin?20 "> (iy 1x 7 
Gl Meli lez 5-7 
bulunur. 


Ilnolu yüzeyde: p — 0, daz — —rdrddeş ve bu yüzeyde 


A —r?Cosfe, 4 r?Cos0eg — r2Cos0Sin0eş 


olduğundan 
li A-daş — — 7 (r?Cosber 4 reg * 0ey) *rdrdfe; 
II 
— - | (0yrarde —0 
II 


elde edilir. Burada SinO — 0 ve Cos0 — 1 değerleri kullanılmıştır. 
Ilnolu yüzeyde: p — 7/2, dag — rdrdbeş ve bu yüzeyde 


A —r?Coser * r?Cos(r/2)e, — r?Cos0Sin(n /2)eş 
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olduğundan 
v Aday — J (r?Coser 4 (0)ep 4 —r?Cosfeş) - rdrdbe, 
II II 
1 7/2 
— — N r3drCos0d9 — — | r3dr yi Cos0d0 
II r—0 0—0 


1 


ü 
olarak hesaplanır. Burada Cos(7/2) — 0 ve Sin(7/2) — 1 değerleri kul- 


lanılmıştır. 
IV nolu yüzeyde: 0— 7/2, da, — Sin(n/2)rdrdpeg ve bu yüzeyde 


J ( Sin0lz/”) — -3 x1— -3 


A -r?Cos(x/2)e, 4 r?Cosgep — r?Cos(n/2)Singeş 


olduğundan 
j A-da, — N (0e, 4 r?Cospeg * 0eş) :rdrdpeş 
IV IV 
x/2 
— Jr 3drCospdp — / r3dr 7 Cospdp 
IV 70 g—0 
4,1 
> mi he ml 
(3 J (Sindiz )-gx1-; 
bulunur. Tüm yüzeylerin katkısı toplanırsa 
ei 1 1 7 
F. —— — — m —— 
lila mir er e 
elde edilir. j A-da-— J (VW - A) dV — 5 olduğundan teorem ispatlanmış 


S V 
oldu. 


Örnek 3.21 R yarıçaplı küreyi kullanarak li j r-da —V olduğunu gös- 
Ss 


teriniz. 
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Çözüm 3.21 r — re, yer vektörünün R yarıçaplı küre yüzeyinden 
geçirdiği akı 


7 2x 
j r'da — j (Rer) - (R?Sin0dödger) — Rİ li Sin8d0 J dö 
Ss Ss 0— p— 


Rİ (—Cos0)ğ) (416) —Rİx2x27—4nR 
olur. Her iki tarafı 3 ile çarpalım 


1 4 
5frda 1k 
S 


bulunur. R yarıçaplı kürenin hacmi V — 57R3 olduğundan 


5frrda-v 
3 


Ss 


sonucu elde edilmiş olur. 


Örnek 3.22a) zy düzleminde v hızıyla hareket eden m kütleli bir 
parçacığın L açısal momentum vektörünü bulun. b) L açısal momentum 
vektörünü silindirik koordinatlarda ifade edin. 

Çözüm 3.22a) P — mv olmak üzere açısal momentum L—r xP ile 
verilir. zy düzlemindeki bir parçacığın yer vektörü r — zi * yj ve hızı 

d(zi * yi) 


VW 1, v etek ey) 


olur. Bunları L—r x P'de yerine yazılırsa 


L — m(ri*yj)x (âi si) 
— m(ıy—yı)k 
elde edilir. 
b) Silindirik koordinatlarıda z — pCosğ, y — pSing olduğundan 
. dr di(pCosp) ei 
a. m pCosp — pgSing 
. dy d(pSin#) -.. Mu ai 
Ye MY pSind 4 2pC'osf 


olarak elde edilir. zy ve yz terimleri 


zy — pCosp (sine * pdCos#) — ppCospSing 4 p2gCos? 
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yı — pSing (5058 — pâSin4) — ppSingCosg — p2gSin?g 
bulunur. Silindirik koordinatlarda k — e; olduğundan açısal momentum 
vektörü 
L -— may—yı)k 


m (9000505 ind * pgCos?g — ppSinpCosg * p2p5 e) €z 


mp2 (Sin? * Cos?) ez; — mppe, 


olarak elde edilir. 


Örnek 3.23a) Küresel koordinatlarda r x V vektörel çarpımını elde 
edin. b) Kuantum mekaniğinde L — —;hir x V ile verilen açısal momen- 
tum işlemcisini bulunuz. Burada i kompleks sayı, h Plank sabitidir. c) 
Açısal momentumun z bileşeni L,'yi elde edin. 

Çözüm 3.23a) Küresel koordinatlarda r — r e, ve V — erğ teol öp * 


e4:öm3 05 ifadeleri kullanılır ve gerekli işlemler yapılırsa 


a ı 0 18 
ii ii e Si 9 — e (sz - (075) 
ör röğ rSinbdöp 
0 ı d 10 0 
eo (05 > "Sin 5) tesir)” De (0) > 
99 Sin0 0 * “*öğ 


elde edilir. b) a şıkkında bulunan sonuç —f ile çarpılırsa 
ı 9d 0 
Md Gr öğ <“50) 
bulunur. c) Açısal momentumun z bileşenini bulmak için 9 — 7/2 alalım. 
Bu özel durumda eg ve e; 


eg — Cos(n/2)Cosgi-4* Cos(7/2)Sinpj—Sin(7/2)k — —k 


e, — —Sinpi* Cosdj 
olur. Burada Cos(7/2) — 0, Sin(7/2) — 1 değerleri kullanılırsa, L için 
i 3 0 ağ e. 
L — —ihrx V —ih (53 — (— Singi * Cosöi) öz) 


ik (isindzg — 3C0sb5 — köz) 


i isiniz) *j |-incosğii *-k İzgi 
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bulunur. L operatörünün etki edeceği(kısmi türev alacağı) skaler fonksiyon 
f(0,9), 0 ve g 'nin fonksiyonudur. Ancak 4 — sabit olması durumunda f 
sadece g'nin fonksiyonu olur. Bu nedenle ilk iki terimde ez) — 0 olacağın- 


dan sadece ğ 
L—kl—ıh— 
| e) 


terimi kalır. k birim vektöründen dolayı, bu açısal momentumun z bileşeni- 
dir. Böylece 


0 ek 
L,—L,k— k İnal > L,— me 7 


olarak elde edilir.M 


BÖLÜM SONU PROBLEMLERİ 


3.1 i, j, k kartezyen birim vektörlerin e,, eş, ez silindirik birim vek- 
törler cinsinden 


i — Cospe,—Sindeş 
Jj — Sindep*t Cospeş 
k —e, 


ile verilebileceğini gösterin. İpucu: (3.40a)'nın iki tarafını Cosğ, (3.30b)'nin 
iki tarafını Sing ile çarpın sonra taraf tarafa toplayın(çıkarın). 


3.2 Silindirik birim vektörler için 
dep eş 
04 — €g VE Ey — —€p 
olduğunu gösterin. 
3.3 i, j, k kartezyen birim vektörlerin e,, ep, e, küresel birim vektörler 


cinsinden 


i — SindCosper * Cos0Cospeg — Sindeş 
J— Sin8Sinğder * Cos0Sinpeg 4 Cospeg 
k — Cosfer — Sindeg 


ile verilebileceğini gösterin. 
3.4 5 — —j ve A — i olduğunu gösterin. 


3.5a) w(1,y,2) — Mir skaler alanını küresel koordinatlarda elde 


edin. p(r, 0, g) —? b) Kartezyen koordinatlarda Vzyzp(7, y, 2) ile küresel 
koordinatlarda Vrgşp(r, 0, g)'nin özdeş olduğunu gösterin. 
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3.6 Küresel koordinatlarda bir yük dağılımının potansiyeli 
elr,0, 0) ——Aln(r) — BSind 


ile verilmektedir. Burada A ve B sabitlerdir. Elektrik alanını E — —Vp 
işlemini yaparak bulunuz. 


3.7 Silindir biçimindeki uzun bir malzemenin içinde 
M —krle, 


mıknatıslanması vardır. Burada k pozitif bir sabittir. Hacimsel bağlı yük 
yoğunluğunu, J, — V x M işlemini yaparak bulun. Cevap: 3kre; 


3.8 Küresel koordinatlarda bir manyetik dipolun vektör potansiyeli 


— gm Sinb 
dr r3 


Afr) €4 


ile verilmektedir. Burada y, boşluğun manyetik alan geçirgenliği, m ise 
manyetik dipol momentidir. B manyetik alanını, B— V x A işlemini 
yaparak bulun. 

Cevap: © (2C0s8er * Sindeg) 


3.9 Alp,d,2) — pSindde, * pleş 4 ze, vektör alanın rotasyonelini 
hesaplayın. Cevap:(3p — Cos) ez 


3.10 F(r,9, ö) — r?Cosfer 4 r?Cospeg — r?Cos0Singe, vektör alanın 
rotasyonelini bulunuz. 
Cevap: 2rSin8Sinper * 3rCo0s8Sinpeg * (3rCosp * rSind) eş 


3.11 V(p,9,2) — p”SinpCosdep * 227e; vektör alanı veriliyor. Tabanı 
z — 0 ve tavanı z — 1 düzlemleriyle sınırlandırılmış p — 1 yarıçaplı silindiri 
kullanarak diverjans teoremini doğrulayın. Cevap: 27 


3.12 Küresel koordinatlar için 


Ögı Ögı 

| I,Y,Z ii a. Lİ ği 
gı, 2, 03 dn Ei daa 
Ogs Ön Ögg 


Jakobiyenini bulun. Burada | |, 3x3'lük matrisin determinantıdır. 


3.13 A(r,9,ö) — rSinder * Sindeg * 3re, vektör alanının Şekil 3.12'de 
verilen yarım küreden geçirdiği & akısını 
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a) b— j A - da yüzey integralini hesaplayarak, 
Ss 


b) ö— NY (W - A)dV hacim integralini alarak bulun. Sonuçların eşit 
V 
olduğunu gösterin. Cevap: 7 (1 * 7) 


3.14 Alr,9,9) — r?Sinde, * 4r?Cosbep * r?tanbe, vektör alanını ve 
Şekil 3.14'te verilen £ yarıçaplı koniyi kullanarak diverjans teoremini doğru- 
layın. 

Zz 


/ 


O 
Şekil 3.14 Konik hacim ve yüzeyi 


Cevap: Ni (27 -3v3) 


Bu bölümde, fiziğin pek çok alanında bir araç olarak kullanılan mat- 
risleri ele alacağız. Matrislerin toplanması, çıkarılması ve çarpımı gibi temel 
matris cebrini örneklerle açıklayacağız. Bir matrisin transpozu, determi- 
nantı, izi kavramlarını verdikten sonra, tersini iki ayrı yöntemle elde ede- 
ceğiz. Daha sonra özelliklerine göre matrisleri sınıflandırarak bu bölümü 
tamamlayacağız. 

Matris; satır ve sütun düzeni içinde yazılmış sayılardan oluşan iki boyut- 
lu bir sayı dizisidir. Söz konusu sayılar ( ) veya| | şeklindeki bir parantezin 
içine yazılır. Sayılar reel veya kompleks olabilir. Her matrisin bir ismi 
vardır. İsimlendirmede bir standart yoktur. Biz matris ismi olarak küçük 
veya büyük harfleri üzerlerinde herhangi işaret olmaksızın, yalın olarak kul- 
lanacağız. 

Genel olarak m tane satırı ve n tane sütunu olan bir A matrisi 


alı 412 413 Gin 
â2ı 422 42 G3n 
A— azı (32 433 A3n (4.1) 
Anı m2 Aâm3 *** mn 
biçiminde yazılır. Burada i — 1,2,3,....m satır ve j — 1,2,3....n sü- 


tun numarası olmak üzere a;; , A matrisinin elemanlarıdır. A matrisini 
A- (05i)mx , Şeklinde yazmak mümkündür. Satır ve sütun sayısı eşit olan 
matrislere karesel matris denir. 

Karesel iki özel matris 

1. Birim matris: 

Köşegen elemanları 1, diğer tüm elemanları 0 olan matrise birim matris 
denir. Birim matris | ile gösterilir. 3 x 3 boyutlu birim matris 


0 (4.2) 
1 


şeklindedir. 
2. Sıfır matrisi: 
Tüm elemanları 0 olan matristir. 3 x 3 boyutlu sıfır matrisi 


000 
0o-|000 (4.3) 
000 
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biçimindedir. 
4.1 Temel Matris Cebri 
Bu kesimde matrislerin toplanması, çıkarılması ve çarpımını vereceğiz. 
4.1.1 Matrislerin Toplanması 


İki matrisin toplanabilmesi için boyutlarının aynı olması, yani satır ve 
sütun sayılarının eşit olması şarttır. Bu şartı sağlamayan iki matris toplana- 
maz. Aynı boyutlu iki matris A — (055), .n ve B — (bij)m xn Olmak üzere, 
A ile B matrislerinin toplamı 


A4 B— (Giğ)mxn t (bij)mxn > (Gij 1 biğ)mxn (4.4) 


biçiminde olur. Yani iki matrisin aynı satır ve aynı sütununda bulunan 
elemanlar cebirsel olarak toplanarak, toplam matrisin aynı adresteki ele- 
manları elde edilir. 


Örnek 4.1 A — © - 
c d 


olarak toplayın. 
Çözüm 4.1 Aynı satır ve aynı sütundaki elemanlar toplanırsa 


) veB — ( 7 ) matrisleri sembolik 


(ate b*f iğ 
AB (2İZ 41, ) ede edilir. 
1ı 0 -—1I 3 2 —2 
Örnek 4.2 A — —ı 2 0 ve B — 4 —I 2 matris- 
1 1 0 —I 


lerini toplayın. 
Çözüm 4.2 Aynı adresteki matris elemanları toplanırsa 


ı 0 —I 3 2 —2 
A4-B—| -1ı 2 O *| 4-1 2 
ı 3 1 ı 0 —1I 


143 042 —1—2 4 2 —3 
—|J —144 2—1 042 -J|3 1 2 
141 340 1—1 23 0 
bulunur. 
Matris toplamının özellikleri: 


i. Matris toplamının değişme özelliği vardır. 
A4-B—-—B4A 
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ü. Bir matrisin, sıfır matrisi ile toplamı kendisine eşittir. 

A4-0-04-A-A 

ii. Boyutları aynı olan ikiden fazla matris toplanabilir. İşlem sırası 
önemli değildir. 

(44-B)4-C-—A4(B 4*C) 


4.1.2 Matrislerin Çıkarılması 


Aynı boyutlu iki matrisin çıkarılması, toplanmasına benzerdir. Sadece 
elemanların toplanması yerine çıkarılması söz konusudur. Çıkarma işlemi- 
nin değişme özelliği yoktur. Ancak bir işaret farkıyla A— B — —(B — A) 
eşitliği yazılabilir. A — B — 0 ise bu matrisler eşittir: A — B. Bu durum 
şöyle de ifade edilebilir. A matrisinin elemanları a;;, B matrisinin eleman- 
ları öğ; olsun. Eğer her i, j için aj; — bi; eşitliği sağlanıyorsa A matrisi B 
matrisine eşittir. 


Örnek 4.3 Örnek 4.2'de verilen A ve B matrisleri için A—BveB—A 
işlemlerini yapınız. 
Çözüm 4.3 Önce A matrisinden B matrisi çıkarılırsa 


1-9 0-2 -1-4-3 — -2 1 
A-BA—-| i-4 3-4-4)  ü-3İ -(? 3 2) 
1-1 3-0 1-—(-1) o 3 2 


bulunur. Şimdi B matrisinden A matrisini çıkarılırsa 


3-1 2-0 -3-İ-)j a3 - 
B-A-İ|4-Lı 1-3 2-0 -|5 -3 2 
1-1 0-3 ii 3 


elde edilir. Görüldüğü gibi çıkarma işleminde değişme özelliği yoktur.M 
4.1.3 Matrislerde Çarpma İşlemi 
Üç çeşit çarpım vardır: Bir matrisin bir skalerle çarpımı, iki matrisin iç 
çarpımı ve direk çarpım. A matrisini bir o skaleri ile çarpmak demek, A 
matrisinin her bir elemanını o skaleri ile çarpmak demektir. 
a A—(a aj;) (4.5) 
A matrisi 3 x 3'lük bir matris olsun. Bu durumda 
Aaıı Gd&ı?z Gd13 
& A—| aazı aa22> Ga23 


Ga3ı Ga3z Od33 
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olur. 

A ve B matrislerinin AB sırasına göre iç çarpılabilmesi için A matrisinin 
sütun sayısının, B matrisinin satır sayısına eşit olması zorunludur. Başka 
bir kısıtlama yoktur. Genel olarak Ânx, matrisi n satırlı ve s sütünlu 
bir matris ve B,xm matrisi 8s satırlı ve m sütünlu bir matris ise, A ve B 
matrisinin çarpımı sonucu r satırlı m sütunlu bir C matrisi elde edilir: 
AnxsBsxm > Cnxm. Çarpma işlemi 


s 
Cij — Y aikbk; iz12,...,n j-1,2,..,m (4.6) 
k—1 

kuralına göre yapılır. Buna göre C matrisinin 45. satır j. sütun elemanını 
bulmak için, A matrisinin ?. satır &. sütun elemanı ile B matrisinin £. satır 
J. sütunundaki elemanı çarpılır. £—1,2,...,s oluncaya kadar değiştirilerek 
elde edilen çarpımlar toplanır. Böylece c;; matris elemanı bulunur. C 
matrisinin tüm elemanlarını bulmak içini — 1,2,...,n ve j-—1,2,...,m 
oluncaya kadar işlem tekrarlanır. 


a b c g w 
Örnek 4.4 Axa — ( Ma ) ve Bax — h | matrislerini 
1 Mm 


çarparak C>x2 matrisini elde edin. 
Çözüm 4.4 İşlemler yapılırsa C matrisi 


c-AB-(j b z Mİ 


de f e dg*-eh* fı dk-*el4* fm 
olarak bulunur. 
3 2 1 0 21 
Örnek 4.5 A — 1 01) veB-— 1 1 I | matrisleri ve- 
21 > El 
riliyor. AB ve BA çarpımlarını bulun. 
Çözüm 4.5 İşlem yapılırsa AB çarpımı 
3 2 1 o 2 1 
AB — 1 0 1 e — 
| 11 


3x04*27x14*1x2 3x247x14*1x1 3x142x1-4*1Xx1 
1xX04*0x14*1x2 1x240x14*1Xx1 1Ix14O0x14*1Xx1 
2x04*1Xx14*1x2 2x241Xx14*1x1 2x14*1x1-4*1Xx1 


49 6 
> AB—| 2 3 2 
3 6 4 
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olarak bulunur. Benler işlemler BA için yapılırsa 


41 3 
BA-| 63 3 
9 5 4 
elde edilir. AB # BA olduğuna dikkat edelim.M 


Matris çarpımı için aşağıdaki özellikler verilebilir: 

i. Özel bazı matrisler hariç, genel olarak AB ve BA çarpımları farklıdır. 

ABA#BA. 

ii. Eğer |A, B| ile gösterilen 4B— BA — O ise A ve B matrisleri sıra 
değiştiriyor yada komüte ediyor denir. Bu durumda AB çarpımı ile BA 
çarpımı eşittir. 

ii. İkiden fazla matrisin çarpımdaki sırası değiştirilmedikçe, yapılacak 
çarpım önceliği sonucu değiştirmez. 

(AB)C —- A(BC). 

iv. Çarpımın toplama üzerine dağılma özelliği vardır. 

A(B 4C) — AB AC. 

v. Çarpım kuralının sağlanması şartıyla bir matrisin | birim matris ile 
çarpımı kendisine eşittir. 

AL—IA—A. 

vi. Bir skalerin matris temsilini bulmak için, o skaleri uygun boyutlu 
birim matrisle çarpmak yeterli olur. 2 x 2'lik bir matris için 


ağa 1 0) /(a« 0 
Gi 0O1/ |0 a 
elde edilir. 


vii. Bir matrisin kuvvetini bulmak için, kuvvetin derecesi kadar çarpma 
yapılır. A2 — AA, A3 — AAA gibi. 


İç çarpımdan farklı olarak iki matrisin direk, yada diğer adıyla tensör 
çarpımı yapılabilmektedir. İki karesel matris Aşıxm ve Bnxn olmak üzere 
tensör çarpım 


C-AG8B (4.7) 


şeklinde yazılır. C matrisi mn x mn boyutlu bir matristir. C matrisinin 
elemanları 


Cap — Gijbeı, a—-m(i—1)4k, 8-n(5—1)41 (4.8) 
ile verilir. 


Örnek 4.6 2 x 2lik iki matris A — ( ii ; ) veB— ( 
üzere A © B tensör çarpımını yapın. 


fİ 
h olmak 
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ae af be bf 
o (aB bB) Jagahbg bh 
Çözüm 4.6 48B — ( eB dB ) — rd olarak 
cg ch dg dh 
bulunur. 
1 EN İİ 
Örnek 4.7 A — ( : i veB — 1 11 J olmaküzere 48B 
LL.M 1 


tensör çarpımını bulun. 
Çözüm 4.7 İşlemler yapılırsa A © B tensör çarpımı 


111 
488 - (34) alli 
4 1117/33 

111222 
186 
 İlııı222 
e 
333444 

e NE 


olarak elde edilir. 
4.2 Matrislerle İlgili Temel Kavramlar 
Bu kesimde, bir matrisin transpozu tanımlandıktan sonra determinant 
kavramı örnekleriyle izah edilecektir. Daha sonra bir matrisin izi verilecek 


ve son olarak tekil olmayan bir matrisin tersinin nasıl bulunacağı iki ayrı 
yöntemle açıklanacaktır. 


4.2.1 Bir Matrisin Transpozu 


âyı 012 413 *** din 
a21 422 a23 *** d2n 
A—l ası 32 033 <:: Gzn 
Anlı m2 âm3 *** mn 


matrisini göz önüne alalım. Bu matrisin her bir satırı simetrik olarak aynı 
adlı sütun olacak şekilde yazılırsa elde edilen matrise, A matrisinin trans- 
pozu denir ve AT ile gösterilir. Örneğin, 1. satır 1. sütun, 2. satır 2. sütun 
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olarak yazılır. Tüm satırlar sütun olacak şekilde düzenlendiğinde AT 


alı Aâzı A3ı *** dmi 
dı2 022 032 *** üm2 

AT | aı3 433 033 *** m3 (4.9) 
(lin (2n G3n *** Omn 


olarak elde edilir. Sütunları satır olarak değiştirerek de transpoz işlemini 
yapmak mümkündür. Transpoz işleminde satır-sütun indisleri yer değiştirir. 
A matrisinin elemanları a;; ise, AT matrisinin elemanları âjı olur. Matrisin 
köşegen elemanları yer değiştirmez. Matrisin sol üst köşesinden sağ alt köşe- 
sine bir ayna konulsa, elemanlar ayna simetrisine göre yer değiştirir. Trans- 
poz işlemi m xn boyutlu bir matrisi, n xm boyutlu matrise dönüştürür. 


Transpoz işlemi için aşağıdaki özellikler yazılabilir: 

i. Bir A matrisin transpozunun transpozu kendisine eşittir. 

(ATT <A 

ü. A ve B matrislerinin toplamının transpozu, transpozları toplamına 
eşittir. 

(4-B)JJ —AT4BT 

ili. A ve B matrislerinin çarpımlarının transpozu için (AB)T — BTAT 
eşitliği geçerlidir. 


Örnek 4.8 (4B)T — BT AT olduğunu ispatlayın. 
Çözüm 4.8 Eşitliğin sol tarafından başlayarak sağ tarafı bulalım. AB 
çarpım matrisinin i. satır 7. sütun elemanının transpozu alınırsa 


(AB) < 4B), 


elde edilir. (4.6) eşitliğine göre, çarpımın j. satır i. sütun elemanını elde 
etmek için keyfi bir £ indisi üzerinden toplam alınırsa 


(AB) < (By > Yi aşki 
k 


yazılabilir. Matris elemanlarını a;. — (a4j)” ve Dy; — (bik) olarak yazmak 
mümkündür. Yine (4.6)'ya göre çarpmanın yapılabilmesi için (bir) terimi 
birinci sırada yazılmalıdır. Buna göre 


(ABI) < Gay (ag) 
k 


elde edilir. Son olarak mümkün tüm £ indisleri üzerinden toplam yapılır ve 
i, j indisleri kaldırılırsa 


(4B)7 -BTAT 


112 Fizikte Matematik Metodlara Giriş 


bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 


—1 1 2 
narak (AB)7T — BT AT olduğunu gösterin. 
Çözüm 4.9 Önce eşitliğin sol tarafı için işlem yapılırsa 


am-( > 2İ(S 4) Zee 5) 


bulunur. Sağ taraf için işlem yapılırsa 
T ı —1 r ( —1 2 
sa ( > iz ı —1I 
T ,T —ı 2 Ek o NE 
e e YG İl Si 


elde edilir. Böylece (4B)T — BT AT eşitliği sağlanmış olur.M 


Örnek 4.9 A — ( m ) ve B — ( e > ) matrislerini kulla- 


4.2.2 Bir Matrisin Determinantı 


İndis karışıklığını azaltmak için 3 x 3 boyutlu bir matrisin birinci satır 
elemanlarını a;, ikinci satır elemanlarını b; ve üçüncü satır elemanlarını c; 
ile gösterelim. ?, j ve k indisleri 5,j,£ — 1,2,3 değerlerini alabilir. Buna 


göre bir A matrisi 
a, az 03 
AS | bı b> ba 
CI C2 C3 /ayg 


şeklinde yazılabilir. Bu matrisin determinantı için 


a, a; â3 
D3—|bı b> b 
Cı CC? C3 


gösterimi kullanılır ve jj, Levi-Civita tensörü olmak üzere 


D3 — Y Deüjküşbijck (4.10) 
iğik 
ifadesine uygun olarak elde edilen Dş sonucuna, A matrisinin determinantı 
denir ve det(A) veya kısaca detA şeklinde yazılabilir. Determinant işle- 
mindeki her bir çarpım, bir satır veya sütundan sadece bir elemanı içerir. 
Determinant sadece karesel matrislerde tanımlıdır ve sonuç bir skalerdir. 
3 x 3 boyutlu A matrisi için (4.10) ile verilen D; açıkça yazılırsa 


detA — -a;bşc3 — aybaca — azbıca 4 azb3cı 4 agbıca — azbıcı (4.11) 
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bulunur. Laplace açılımı denen bir indirgeme ile (4.11) ile verilen ifade, üç 
tane 2 x 2 boyutlu matrisin determinantları cinsinden yazılabilir: 


b> ba 


Dı; —a 
3 m di 


bı b 
— aş Gi zl (4.12) 


b 
1 d3 | sas 
Cı C3 


Burada açılım birinci satıra göre yapıldı. Başka bir satıra veya sütuna göre 


açılım yapılırsa sonuç değişmez. Genel olarak A — ( 5 ; ) matrisinin 
2x2 
? b N bz ba 
determinantı di ad — bc şeklindedir. Buna göre ei — bac3 — 
b b, b> 
bac>, z — | — bıca — bacı ve ni > — bıcz — bacı olacağı açıktır. 


n xn boyutlu karesel bir matrisin determinantını bulmak için herhangi 
bir satıra veya sütuna göre açılırsa n tane (n — 1) x (n — 1) boyutlu deter- 
minantları içeren bir toplam bulunur. Böylece determinantın derecesi bir 
derece indirgenmiş olur. 3 x 3 boyutlu bir matris için elde edilen bu sonuç, 
n xn boyutlu A matrisin determinantı için 


ayı 412 413 *** dır 
azı 022 023 **: üz 
D, —)| 231 32 033 **: d3n 
ünı A4n2 âp3 *** Ünn 


biçiminde yazılabilir. 1 < ;i < n olmak üzere keyfi i. satıra göre açılım 
yapılırsa 


n 


D, — detA —ajı Aşı * 012 A2 1 053Âj3 $$ Gin din — Y JaijAij (4.13) 
j1 


elde edilir. Bukez1<j<n olmak üzere keyfi j. satıra göre açılım yapılırsa 


n 
Dn — detA — ay; Ay; * 02jA2j * a3; Az; nan üngAÂnj — Y JaijAij 


izl 


(4.13) ile aynı sonuç bulunur. Burada A;;, (—1)*Hİ işaret düzenleyici çarpanı 
ve 1. satır ve J. sütun hariç tutularak elde edilen matrisin determinantından 
oluşur. Dolayısıyla Ajj, 1. satır ve j. sütundan herhangi bir elemanı içer- 
mez. Aj;'ye &;;'nin kofaktörü denir. İşaret düzenleyici hariç tutularak geri 
kalan kısım Mı; ile gösterilir ve minör adını alır. Buna göre A;; kofaktörü 
Mi; minörü cinsinden 

Ajj — (<DİFİ Mij (4.14) 
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yazılabilir. Bu açılım tekrar tekrar uygulanarak büyük boyutlu matris- 
lerin determinantı bulunabilir. Bol sıfırlı matrisler için bu yöntem etkilidir. 
Büyük boyutlu matrislerin determinantını bulmak için Gauss yok etme, LU 
ayrıştırması vb bir çok yöntemin var olduğunu belirtmekte yarar var. 


1 0 1 
Örnek 4.10B—| 0 10 | matrisinin determinantını hesaplayın. 
1 00 


Çözüm 4.10 İkinci satıra göre açılırsa 


detB — 


mn Or 
oOr© 


- cr) İ i 400) l il | 


#00) 1 ç| 


olur. (0) çarpanından dolayı birinci ve üçüncü terimler sıfırdır. İkinci terim 
hesaplanırsa 


detB — (—1)4(1)(1 xX0—1x1)——1 


bulunur. 
1 2.0 
Örnek 4.11 C—| 3 1 2 | matrisinin determinantını hesaplayın. 
ol 1l 
Çözüm 4.11 Üçüncü satıra göre açarsak 
1 2 0 
deC — |3 1 2|)-(-1)3ti(0) ek *(—13*2(1) 9 
ı 2 3 2 
o 1 1 
ı 2 
D3*-3(1 
#7) 


yazılabilir. Gerekli işlemler yapılırsa 
detC —-—0—2—5-— —7 
bulunur.B 


Determinant işleminin özellikleri: 

i. Bir A matrisin determinantı ile transpozunun determinantı eşittir. 

det(A) — det (47) 

ü. Bir matrisin bir sayı ile çarpımının determinantı det(G&A,xn) — 
a”detA eşitliğini sağlar. 


Bölüm 4 Matrisler 115 


üi. A ve B matrislerinin çarpımlarının determinantı, determinantları 
çarpımına eşittir. 

det(AB) — det(A)det(B) 

iv. Bir matrisin iki satırı veya iki sütunu yerdeğiştirirse determinant 
işaret değiştirir. 

v. Bir matrisin herhangi iki satırı veya iki sütunu eşit ise determinantı 
sıfırdır. 

vi. Bir matrisin köşegen terimlerinin altındaki veya üstündeki eleman- 
ların hepsi sıfır ise determinant köşegen terimlerin çarpımına eşittir. 


4.2.3 Bir Matrisin İzi 


n x n boyutlu karesel bir A matrisinin izi Tr(A) veya kısaca TrA biçi- 
minde gösterilir. A matrisinin izi 


n 
TrA— Y Jay (4.15) 
izl 
şeklinde köşegen elemanların toplamına eşittir. n xn boyutlu I birim mat- 
risinin izi a 
TrA-— 2 —n 
izl 
olur. 


İz için aşağıdaki özellikler yazılabilir: 

i. Bir A matrisinin izi ile transpozu A/"nin izi eşittir. 

Tr(A) — Tr(4T) 

üö. İki matrisin toplamının izi, izleri toplamına eşittir. 

Tr(44-B)—TrA4TrB 

ili, Genel olarak AB # BA olmasına rağmen, iki matrisin çarpım sırası 
değiştirilirse izi değişmez. 

Tr(AB) — Tr(BA) 

iv. Üç matrisin çarpım sırası simetrik olarak değişirse izi aynı kalır. 

Tr(ABC) — Tr(BCA) — Tr(CAB) 

Simetri dönüşümleri altında bir matrisin izinin değişmediğini, daha sonra 
detaylarıyla izah edeceğiz. 


Örnek 4.12 Tr(AB) — Tr(BA) olduğunu ispatlayın. 
Çözüm 4.12 AB çarpım matrisinin izi ile başlayıp BA'nın izini elde 
edersek ispat tamamlanmış olur. 
n n 


YU (AB); YY AB XY  BaAğ 


izl izlijz1 jzlizl 


Tr(AB) 


ıl 
BE 


(BA); — Tr(BA) 
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3 2 1 o 21 
Örnek 4.13 A — 1 01 | veB — 1 1 1 | matrisleri için 
2 41 2 1 1 
Tr(AB) — Tr(BA) olduğunu gösterin. 
Çözüm 4.13 Örnek 4.5'te AB ve BA çarpımları yapılmış 


49 6 413 

AB—| 2 3 2 | veBA-—l| 6 3 3 | olarak bulunmuştu. Çarpım 
3 6 4 95 4 

matrisleri farklı olmasına rağmen köşegen terimler aynı kaldığından 7'r(AB) — 

Tr(BA) 443-44-11 bulunur. 


4.2.4 Bir Matrisin Tersi 
Karesel bir A matrisini göz önüne alalım. / birim matris olmak üzere 
AİA-AAİ-I (4.16) 


şartını sağlayan bir A-İ matrisi varsa, buna A matrisinin ters matrisi veya 
kısaca tersi denir. Eğer A matrisi tekil ise yani detA—0Oise A! matrisi 
yoktur. Fakat detA # 0 olmak üzere A“! matrisi var ve tektir. A 1 mat- 
risinin elemanları, dolayısıyla A-! matrisini elde etmenin bir kaç yöntemi 
vardır. Bunlardan biri 


Mji 


Sl eler 7 


AŞ (4.17) 


ile verilen minör yöntemini kullanmaktır. Burada ters matrisinin i. satır /. 
sütun elemanını hesaplarken, M;; minörünün kullanıldığına dikkat edilme- 
lidir. 


1 3 —I 
Örnek 4.14 A — | 201001 | matrisinin varsa, tersini bulunuz. 
3: 21 


Çözüm 4.14 Hesaplanırsa detA — 1 bulunur. Öyleyse A! matrisi 
mevcuttur. (4.17) yardımı ile ters matrisinin elemanlarını hesaplayalım. 


> —yı 1. 4 
Ağ > A Mu — (a) 21 |sixa-2-- 


Ağ A Ma - Gİ? Şİ cx 842) - 


Ağ A Ma - Ge T İzen)xesn-4 
ii —y2*1 2 1 
Azı Dİ Mış — cnl3 1 e 
1 
3 


Az - DM -( nl3 7 İG) 43)-4 
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Ağ Ma > (0))2 7 İs ex -a 


Asi > DM - | ç | enx4-y-i 


1 

2 

Eş —1y)3t2 1 3 
Ağ > Ma (a) ş 2 İ- 0x9) <7 

3 


Aza — ED Maş — (41) ; 1 İ2(4)x(1-6)--5 
bulunur. Elemanları matris düzeninde yazılırsa A-! matrisi 


—ı —5 4 
A“ — 1 4 -—3 İ olarak bulunur. 
1 7 —5 


Örnek 4.15 Örnek 4.14'te elde edilen A1 için A JA — AA4-l —J 
olduğunu gösterin. 
Çözüm 4.15 Önce A-'A için işlem yapılırsa 


—1l —5 4 iğ 

ı 4 -—3 Si 1 

ıı 7 —5 3 2 1 

—1—10412 —3—548 1—544 
14*-8—9 34-4—6 —14-4—3 
*14—15 347—10 —147—5 
00 
1 0 |) —I 
0 1 


bulunur. Bu kez AA-! için işlem yapılırsa 


1 3 —-I —ı —5 4 
2 1 1 ı 4 —3 
3 2 1 ) 


(an —5412—7 ses) 


AA 


1 


AA“ 


—24141 —104*4447 8—3—5 
—34241 —154847 12—6—5 


1 00 
010 j)—I 
0 01 


bulunur. Böylece A-!A4 — AA-! — J olduğu gösterilmiş oldu.M 


Bu örnekten hareketle herhangi bir matrisin, tersi ile komüte ettiğini 
söyleyebiliriz. Yani (A, A — O'dır. 
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Ters matris elde etmenin ikinci bir yolu da şudur: 

nxn boyutlu terslenebilir bir A matrisi verilmiş olsun. /,nxn boyutlu 
birim matris olmak üzere A ve /'dan oluşturulan n x 2n boyutlu (A|/) 
matrisi, temel satır işlemleri yapılarak n x 2n boyutlu (/|B) matrisine 
dönüştürülür. Böylece elde edilen B matrisi A matrisinin tersidir: B — 
A1. Buna Gauss-Jordan metodu denir. 


Temel satır işlemleri kısaca şöyle verilebilir: 

i. Bir satırı 0'dan farklı bir sayı ile çarpmak 

ü. Bir satıra, bir sayı ile çarpılmış diğer bir satırı eklemek 
ii. İki satırı değiştirmek 


Örnek 4.16 Örnek 4.14'te verilen A matrisin tersini Gauss-Jordan 


metodu ile bulunuz. 
Çözüm 4.16 (A|I). .ç matrisi 


13 —1 1 0 0 
an-l211 010 
321 001 


biçimindedir. Bu matrise aşağıda verilen matris işlemlerini uygulayalım: 
1. İkinci satırı birinci satıra ekle 


2. Üçüncü satırı —I ile çarpıp ikinci satıra ekle 


3 401 10 1x0) 3 4 011 0 
2 kid 10 — —ı —-1 0 01-1 
3 2 1 001 3 2 1 00 1 


3. İkinci satırı 4 ile çarpıp birinci satıra ekle 


e 
<1 <1 1 zı | MN pl a emi 1 
3 2 100 1 3 2 100 1 


4. Birinci satırı —1I ile çarp 


-1 0015-4), (1 00-1 -5 4 
e a ür gr e 
100 


3? 2 1 2 2 ii a 8 1 
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5. Birinci satırı ikinci satıra ekle 


e ye 7 b 0 0 
a e 
3 2 10 0 3 1 


1 


6. İkinci satırı —1 ile çarp 


7. Birinci satırı —3 ile çarpıp üçüncü satıra ekle 


1 00 —-1I —5 4 tiği 1 00 —I —-5 4 

oo 1 4 -sİ loısi a4 -3 

ş 271 © 0. 1 oO21 3 15 —11 
8. İkinci satırı —2 ile çarpıp üçüncü satıra ekle 


e e elli 54 
101 4 | #EMlonın1 4 -3 
021 3 15 —11 &oOL1 1! 5 


Böylece sol taraf / birim matrisine dönüşürken sağ taraf A-İmatrisini 
verir: 


1 00 -1 -5 4 —-1 —5 4 
(Ja) —(o10 1 4 -3|)>A4—( ı 4 -3 
OY 1 7 ı 7 —5 


Burada sekiz işlemle yapılan dönüşümü daha az işlemle yapmak mümkündür. 
Bu tamamen sizin öngörünüze ve deneyiminize bağlıdır. 


bej 
Örnek 4.17 A4—|(01 -2 


matrisinin tersini Gauss-Jordan metodu 
Y.A | 
ile bulunuz. 


Çözüm 4.17 (AI), ,, Matrisi 


12-1 100 
amzloı-2010 
21 1 001 


biçimindedir. Aşağıda verilen temel satır işlemleri yapılırsa 
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1. Birinci satırı —2 ile çarpıp üçüncü satıra ekle 
1 2 —1 1 00 ii ı 2 —I 1 00 
Da 310) Elo i 2010 
21 1 001 o —3 3 -2 01 


2. İkinci satırı 3 ile çarpıp üçüncü satıra ekle 


e 12-1 1 00 
g1 3 0 vo) ğı 2 0 
0-3 3 -2 01 00-3 -231 


3. Üçüncü satırı -1/3 ile çarp 


zi ON A e 8 
01-2 010) “loı 201 o 
00-3 -23 1 001 23 —1 —1/3 


4. Üçüncü satırı 2 ile çarpıp ikinci satıra ekle 


İİ. kz 
01-2 0 1 0 Oloı o 
0 0 


001 23 -1 —1/3 


pi 


pi 


pa 
İNDİR 
ye 
tamcano 2 
di 


5. Üçüncü satırı birinci satıra ekle 
1 2 -I 1 0 0 1 2 0 5/3 -1 —I1/3 
010 4/3 —1 —2/3 | YPlo104/3-1 -2/3 
00 1 2/3 -1 —1/3 00 


6. İkinci satırı —2 ile çarpıp birinci satıra ekle 


120 5/3 —1 —1/3 0-1 vi 
(5 10 4/3 —1 aa) veye( o I 0 4g 1 aa) 
001 


2/3 —1 —1/3 001 2/3 -1 —1/3 
100 -1 1 1 

(Ja) - (o 10 4/3 -ı -2/3 
001 2/3 -1 —1/3 


—- 1 1 
> Aİ—| 4/3 —1 —2/3 
2/3 —1 —1/3 


bulunur. 
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ı 2 —1I 
Örnek 4.18 A — | ol —2 ) matrisinin tersini minör yöntemiyle 
2 | 


bulunuz. 
Çözüm 4.18 Hesaplanırsa detA — —3 bulunur. Öyleyse A! matrisi 
mevcuttur. (4.17) yardımı ile ters matrisinin elemanları hesaplanırsa 


Ni pişi 1 —2 
Azı — SE Mu — -3 yel |--4x042)--$x3--1 
- —ıy1ta 2 —lI 
Az) - Ma 4)? 7 |İ-âx040-$-i 

> —pyi3 2 —l1 
Az — ED My — -4İ? |-- May Çi 
& —y32tı 0 —>2 
Azı <2 Mı-1 ya |-5x010-4 

e ny242 ı —1 
Azı — CV. Mo — —İ iZ |--4x443)--5-— 
— —1y)243 ı —1 

m SM -iİp 2 İ4xC210--5 

EE —y9$ı 0 1 
Aş < EA Ma İZ 1 İ--3x0-)-3 

— —y)312 ı 2 

Azı DM -1 e |-4x0-0--5-- 

> (<1)313 ı 2 

bulunur. Böylece A“! matrisi 

—1 1 1 
A-1—)( 4/3 —1 —2/3 | olarak bulunur. 
2/3 —1 —1/3 


Örnek 4.19 A terslenebilir bir matris olmak üzere detA 1 — JA 
olduğunu gösterin. 

Çözüm 4.19 İki matrisin çarpımının determinantı, determinantların 
çarpımına eşitti: det (AB) — (detA) (detB). 

Bu eşitlikte B — A—! yazılırsa 


det (44-1) — (detA) (detA-) 
olur. Diğer yandan AA! —7 ve det! — 1 olduğundan 
(detA) (detA-1) — detl—1 


1 
> detA l— 
zi detA 


bulunur. 
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4.3 Matrislerin Sınıflandırılması 
Bu kesimde, matrisleri özelliklerine göre sınıflandıracağız. 
Kompleks Matris 


Bir matrisin elemanlarından en az bir tanesi kompleks i( 2? — —1) 
sayısını içeriyorsa, o matrise kompleks matris denir. Örnek olarak 


matrislerini verilebilir. 
Kompleks Eşlenik Matris 


Bir matrisin kompleks elemanları için i — —i dönüşümü yapılarak elde 
edilen matrise kompleks eşlenik matris denir. A — (a;,) matrisinin komp- 
leks eşleniği A* — (a;k)" olarak gösterilir. 

Örnek olarak 


1 0 i 1 0 —i 
A— 02 0)>24'-(02 0 
— 0 3 i 0 3 


Reel Matris 


verilebilir. 


Bir A matrisi, kompleks eşleniğine eşit ise yani A— A* ise, A matrisi 
reeldir. Diğer bir deyişle reel matris, tüm elemanları reel sayılardan oluşan 
matristir. Reel matrisin elemanları için (a;k) — (a;k)" eşitliği vardır. 


Simetrik Matris 


Transpozu kendisine eşit olan matrise simetrik matris denir. Bu özellik 


A - AT 
> (aş) —(aji) 


şeklinde gösterilir. Örnek olarak 
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matrisleri verilebilir. 

Anti Simetrik Matris 

Transpozu bir işaret farkıyla kendisine eşit olan matrise antisimetrik 
matris denir ve AT — —A veya (aji) — —(aij;) şeklinde gösterilir. Anti- 
simetrik matrisin köşegen elemanları sıfırdır. Örnek olarak 


matrisi verilebilir. 
Hermitik Eşlenik Matris 


Bir A matrisinin transpozunun kompleks eşleniğine veya kompleks eşleni- 
ğin transpozuna hermitik eşlenik matris denir. A şeklinde gösterilir. Bu 
tanıma göre 


Aİ > (47)* p (49) 
> (a)i—(aj) 


yazılabilir. Aşağıda verilen A matrisinin hermitik eşleniği Aİ 


11 i i 2 â LI 23 3 
A-|22 -—1l,4”<(ı 2 1 |)5(4)'<( 1 2 1 
si i —1 2 —i —1 2 


olarak bulunur. 
Hermitik Matris 


Hermitik eşleniği, kendisine eşit olan matrise hermitik matris denir. Bu 
tanıma göre hermitik matris için 


A Aİ (a5) - (ay)! — (aşi) 


1 0 5 
yazılabilir. Hermitik matrise örnek olarak A — 0 20 matrisi 
— 03 
verilebilir. 
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Anti Hermitik Matris 
Eğer bir A matrisi, hermitik eşleniğine bir işaret farkıyla eşit ise yani, 
Aİ ——A> (ağ)! < (aji)* < (ay) 


ise A matrisi anti hermitiktir. Örnek; 


ii  1—i 14i i —i—i isil 
A — | —1—5 Xi i—-1 | >A'—|( 1-i & işl 
i—l1 işl 3i 14i i—1 3i 
—i —14i —i—l ii  1—i 1$i 
(47) —- (| 1$i —& —iş1 | —| —1—-i & i-1 
1 Sel —W i—1 i4l di 


—- —A 


olduğundan A matrisi anti hermitiktir. Anti hermitik bir matrisin köşegen 
elemanlarının saf imajiner olduğuna dikkat edin. 


Ortogonal Matris 
m xn boyutlu bir A matrisi 

Ünüsinii si — İmxm veya AĞ enini — inxn 
şartını sağlıyorsa A matrisi ortogonaldir denir. n xn boyutlu karesel matris 
için 

AnxnApxn > Gen Ann — İnxn > AAT —- ATA—-IJ 

yazılabilir. Buna göre; ortogonal bir matris, transpozu ile sıra değiştirebilir 
yani (A, A — AAT- ATA —0O'dır. AAT 'nin determinantı alınırsa 

det (AAT) — detAdetAT — (det A)? — deti —1 


> detA—7l 


bulunur. Burada detA — detAT ve detI — 1 eşitlikleri kullanıldı. Buna 
göre ortogonal bir matrisin determinantı F1'dir. Tersi doğru değildir. Yani 
determinantı FI olan her matris ortogonal değildir. Eğer A matrisinin 
tersi varsa, AAT — | eşitliğinin iki tarafı soldan A | ile çarpılır ve gerekli 
işlemleri yapılırsa 

g4 s â'işrA” 

> 

TAT — TA lsŞAlA 


olur. Buna göre, ortogonal bir matrisin tersi transpozuna eşittir. 
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Normal Matris 
Bir A matrisi, hermitik eşleniği ile sıra değiştiriyorsa yani 
JA at) < 4at — ata <0 


ise A matrisine normal matris denir. 


0 1 0 

Örnek 4.20a) R — vE 0 vE matrisinin ortogonal oduğunu 
Zel 1 
W 


gösterin. b) detR —? 
Çözüm 4.20a) RRT çarpımı yapılırsa 


o if e 

RRT Eğ a Gİ 5 
a ay) ee 
-W 9 im 


04040 14043) -54045 
04040 —-14043 31015 


1 00 
0101 
001 


bulunur. RR7 — / olduğundan R ortogonaldir. 
b) Birinci satıra göre açılım yapılırsa, R matrisinin determinantı 


BET 0-040 0140-40 


0 ı 0 1 1 
1 1 
daR - | . vel 
“Sü * e 
İn | 
detR — -(5*3) — —l 
bulunur. 
0 1 0 
Örnek 4.21 R-— vE 0 vE matrisinin tersini minör yöntemi 
1 
> 9 ğ 


ile bulun ve sonucu R7 ile karşılaştırın. 
Çözüm 4.21 R matrisinin transpozu alınırsa 
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bulunur. detR — —1 olduğundan R-! matrisinin elemanları 
0 1 
m e 
2 
e 1143 ı 0 
ız < S0 Ma <(1)İ 1 siki 
e yi ı 0 
3 > Ma -(-1)İg em e ei 
ı ı 
Dİ Ma -()) NV Vi İsixdakh)zi 
2 
€ —1y3432 0 0 
Raj — <) Mp -(-1) -i İz —0 
zi DİM —(1) z : — 0 
> 
1 (Ir vE 0 
Ra, — —İ Mı — (-1) b. iğ —0 
2 
1 —y342 0 1 ı 1 
Raj > 0 M23 —(1) s5 0 —1x(0-4- 3) — 5 
> -10y)343 o 1 
Raj > S9 Mag — (1) & go) ix (0— a) > 
bulunur. Böylece Rİ matrisi 
0 1 li 
KC EYE 
RI—-lı O 0 olarak elde edilir. Karşılaştırılırsa R-! — RT 
1 1 
2 


olduğu görülür. 
Birimsel(Üniter) Matris 


Adet olduğu üzere üniter matrisi U ile gösterelim. m xn boyutlu bir 
U matrisi 
Ünel ek — İmxm 
YA vee — İnxn 
şartını sağlıyorsa U matrisi üniterdir denir. n xn boyutlu karesel U matrisi 
için 
Bel; > a İN — İnxn > UUİ —UİU—I 


yazılabilir. 
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Örnek 4.22 U — vE t i) matrisi üniter midir? 


Çözüm 4.22 Uİ — - Va m ) bulunur. UİU çarpımı yapılırsa 


1 


1 i 

| 
1x14$(-i)i) 1x(0)4(—i) x1 
Caiz Lİ 
1 — 


a ç1f(141 0 
—241)/ 9 0 141 


vWl|m NWİR NİF 


YT NE ŞE Ş 


wi 


bulunur. Buna göre U matrisi birimseldir. 


Örnek 4.23 Örnek 4.22'de verilen U ve Uİ matrislerinin determinant- 
larını hesaplayın ve sonucu karşılaştırın. 
Çözüm 4.23 U ve Ut matrislerinin determinantları hesaplanırsa 


2 > 
dei - (55) (4 1 İkjax1- 0x6) 
— 5(1-0)-504)-5-1 
det - (55) — Di -5(0x1-(i)x(50) 


e | 2. 1 ei 
- H jp) > —1 
detU — detU!İ olduğu görülür. U üniter matrisi için 
det (vut) — det(UU*) — (detUYdetU*) — deti — 1 
eşitliği sağlanır. Bu eşitlikten 
(detU)(detU*) —1— |detU|—1 
sonucuna ulaşılır. İkinci olarak UUİ — / eşitliğinin iki tarafı soldan U-! 
ile çarpılır ve UCU — / eşitliği kullanılırsa 
—ı ie —ip ppi 
U z U'! —- UI—IJU 
UY — iy 
> WS 
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sonucu bulunur. Buna göre üniter bir matrisin tersi, hermitik eşleniğine 
eşittir. 


BÖLÜM SONU PROBLEMLERİ 


2 1 —1I m 
a1A-(; 3 )veB-() 1 ) matrisler için 


b) 3A — B işlemlerini yapın. 


4.2 A — ( 3 ) matrisi için A2 ve A3 işlemlerini yapınız. 


2.0 1 1 01 

43 A4A-|(0 1 -I | veB — | 0 1 0 | matrisleri veriliyor. 
ı —1I 1 ı 0 1 

AB ve BA çarpım işlemlerini yapın. Bu matrislerin komüte edip etmedik- 

lerini belirleyin. 


0 10 0 —i 0 
44M.--| 10 1),M,--|(iöi 0 —i | ve 
v2 SV 2 
0 10 O Zi 0 
0 
M, — yi matrisleri veriliyor. 


(M;, Ma — vE n“ — MyMz — iM, olduğunu gösteriniz. 


4.5 C— ( : ) ve D— ( n i ) matrisleri içinCeDveDg&C 
tensör çarpımlarını yapın. 


e 
4.6 A — | ıı 2 —i | matrisinin hermitik olduğunu gösterin. 
— i 1 


| matrisinin tersinin 


2 
1 
1 
3 4 -2 
Ai | -ü i â | olduğunu gösterin. 
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1 
& 1 
2 p 
o -1 1 
49 Bir matrisinteri A 1—|(|0 1 O olarak verilmiştir. A 
ı 1 —1I 


matrisini bulun. İpucu: (4-1) —A 
1 0 1 
Cevap: 4A-| 010). 
1 1 0 
0 
ii 


1 
410S—| 0 | matrisinin ortogonal olduğunu gösterin 
0 


ve S-! matrisini bulun. 


4.11 Pauli spin matrisleri o, — ( ş ) İİ ( i e ) ii 


03 — ( . il ) olarak veriliyor. 07-07-03 — 1 olduğunu gösteriniz. 


ı 2 1 0 Ka ii 
4.12 A — ( 0 1 ), B — ( ) matrisleri veriliyor. 


(4B)İ — B-1A4-1 olduğunu gösteriniz. 


1 5 8 10 
0 2 6 9 ii : 
413A— 003 7 matrisinin determinantının detA — 1.2.3.4 
0 00 4 
olduğunu gösterin. 
1 0 i 2 —l1 i 
414A— O 1 —i İ| matrisiiçin A2—| —1 2 —i |) olduğunu 
— i 0 — ii 2 
gösterin. 
1 —1 1 
415A—| 1 1 1 |) matrisi veriliyor. 
I 1 2 
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a) B—-A4 AT matrisinin simetrik, 
b) C— A— AT matrisinin ise anti simetrik olduğunu gösteriniz. 


İn i 
Sü 
4.168U-— | 0 vE vE matrisinin üniter olduğunu gösterin ve 
ı 0 0 


U-! matrisini bulun. 


LİNEER VEKTÖR UZAYLARI 


ve LİNEER İŞLEMCİLER 


Bu bölümde; üç boyutlu uzayda üç dik bileşenli bir vektörü, n boyutlu 
E, Öklid uzayında n bileşenli vektöre genelleyeceğiz. İçinde yaşadığımız 
3 boyutlu uzaydan daha fazla boyuta sahip olan bu uzay, doğası gereği 
soyuttur. n boyutlu E, uzayı üzerinde bir takım özellikleri sağlayan V, 
lineer vektör uzayını tanımlayacağız. Bu vektör uzayına, n boyutlu vektör- 
lerin yanı sıra, homojen lineer diferansiyel denklemlerin çözümlerini, mat- 
risleri, kuantum mekaniğindeki spinörleri ve dalga fonksiyonlarını da dahil 
ederek genişletmek mümkün olmaktadır. Ancak burada bir kaç örnekle 
yetineceğiz. Daha sonra bir vektörü başka bir vektöre dönüştüren işlem- 
cilerden, özel bir öneme sahip olan lineer işlemcileri tanımlayıp, onların 
matris temsillerini elde etmenin bir yöntemini vereceğiz. Lineer işlemciler 
için özdeğer denklemini ele alarak, değişik durumlar için özdeğer ve özvek- 
törleri elde edeceğiz. 


5.1 Lineer Vektör Uzayları 


Üç boyutlu kartezyen koordinatların bir genellemesi olarak n boyutlu 
Öklid uzayı E,'de bir a vektörü e; baz vektörleri cinsinden 


n 
a—d0,6,1036)1*:::1 &n€n — Y Jai (5.1) 


izl 


olarak yazılır. Burada a;(i—1,2,...n),a vektörünün dik bileşenleridir. 
Bazı kaynaklarda a vektörü, a—(4,,a2,::: ,a,) şeklinde gösterilmektedir. 
Bu, (5.1) gösterimi ile aynı anlamdadır. E,'de b ve c vektörleri de benzer 
şekilde 


n 
b —bıer 4 bze2 4-4 bnen — bii 


i—l 


n 
Cc—cı611C26021::*:4Cn€n— Y Jaiei 

izl 
olarak yazılabilir. E,, uzayı üzerinde tanımlanan bu vektör kümesinin oluş- 
turduğu uzayı V, ile gösterelim. 

a,b,c € V, vektörler ve a, 8 reel veya kompleks olabilen skalerler olmak 

üzere aşağıdaki aksiyomları sağladığı için V, vektör uzayı, lineer vektör 
uzayıdır. 
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1. Kapalılık özelliği: V, vektör uzayında iki vektörün toplamı 


ab — (aıe1* a3€)1:::4 an€n)* (bıe,*be31 ::: 4 bnen) 


( 
(a1 *bı)eı *(a24b3)e34::-4(an*bn)en 


(a; * bi) e; (5.2) 


ı 
b E 


t 


Il 
— 


yine aynı uzayda bir vektördür. 
2. Toplama işleminde değişme özelliği vardır. 


b*a — (bı kaı)e *(b24a2)e2*::-*(bn*an)en 
(a, *bı)e *(a34b)e3$::*4(an*bn)en 
— a*b (5.3) 


3. Üç vektörün toplamı için birleşme özelliği sağlanır. 
a*(b*c)—(a*b)*c (5.4) 


4. a vektörüne eklendiğinde onu değiştirmeyen bir O — (0,0,--: ,0) sıfır 
vektörü mevcuttur. 
a*0—a (5.5) 


5. a vektörüne eklendiğinde onu sıfır yapan bir 


—a— —0ı€, — 03€)—::-*— ü,€, 
ters vektör vardır. 
a*(—a) — (a,e1* 03634 ::*-* an€n) 
4 (—aı€el — az€2— --:— &n€n) 


— (aı—a,)e1* (42—a3)€24*::*:4 (an — an) €n — 0(5.6) 


6. a vektörünün e ile çarpımı aynı vektör uzayında bir vektördür. 


n 
aa — G01€, 4 Caz€31:::İ Güren — > (Ga) ei (5.7) 


izl 
7. a ve B skalerleri için 


a(8a) — a(Baıe, 4 Baze3*:*: $ Banen) 
— (08)(aıeı *a262*::: $ anen) 


(8) Y Tae; - (a8)a (5.8) 
izl 
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eşitliği sağlanır. 
8. a ve 8 skalerlerinin vektör üzerine 
(04*8)a — (a*8)(a1e1* a26024:-:: 4 anen) 
(a * 8)aıcı * (6 *8)a2e3*-:-* (at 8) anen 
— ala,e,*a26€)4*:::* ane) t B(aıe, * a3634 :*: 4 ân€n) 


n n 
a Y Jaiei * B) Jaiei —aa* fa 
izl 


i—l 


(&-4-6)a 


dağılma özelliği vardır. 
9. « skalerinin 


a(a*b) — al(aı *bı)er*(a>4b>)e3*-::*(an $ bn) enl 
— alfa;e,*a3€)*---4$an€en)*al(bıe*b€e34*:-.4 bnen) 


n n 
a Y Jaşei ka X bici — aa*ab (5.10) 
izl izl 
vektör toplamı üzerine dağılma özelliği vardır. 
10. Çarpmaya göre 1 
la—a (5.11) 


etkisiz elemandır. 

Acaba E,, üzerinde tanımladığımız n boyutlu vektörlerin uyduğu bu ak- 
siyomları sağlayan başka nesneler var mıdır? Cevap evettir. E,'de vektör 
bileşenleri reeldir. Fiziğin bazı alanlarında bu kısıtlamayı ortadan kaldıra- 
cak yeni nesnelere ihtiyaç vardır. Örneğin kuantum mekaniğinde, sistemin 
durumunu belirleyen Y,, dalga fonksiyonu kompleks olabilir ve n kuantum 
sayısı sonsuz tane değer alabilir. y,, dalga fonksiyonları, Hilbert uzayında 
bir lineer vektör uzayı oluşturur. Kuantum mekaniğine de uygun olacak 
şekilde bu yeni vektörleri | ) ket sembolü ile onun kompleks eşleniğini ise 
(| bra sembolü ile göstermek yaygındır. Bra ve ket gösterimi ilk olarak 
Dirac tarafından kullanıldığından dolayı, Dirac gösterimi adını alır. Bu 
gösterime göre n boyutlu bir | z) vektörü, bileşenleri cinsinden 


|2)>| . (5.12) 


n satırlı bir sütün matrisi iken, onun kompleks eşleniği ( z | ise 
| e) (5.13) 


n sütunlu bir satır matrisidir. Hangi uzay üzerinde tanımlanırsa tanım- 
lansınlar ve nasıl yazılırsa yazılsınlar yukarıdaki aksiyomları sağlayan bu 
nesnelere vektör denir ve bir lineer vektör uzayı oluştururlar. 
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Lineer Vektör Uzayına Örnekler 


Birinci bölümde, reel sayılar uzayında tanımladığımız üç boyutlu vek- 
törlerin bir lineer vektör uzayı oluşturdukları kolayca görülmektedir. Çünkü 
üç boyutlu reel vektör uzayında iki vektörün toplamı, bir vektörün bir reel 
sayı ile çarpımı, sıfır vektörü, toplamaya göre bir vektörün tersi gibi işlem- 
ler tanımlanmıştı. Zaten biz bu bölümde reel uzayın bir genellemesi olarak 
Öklid uzayına geçtik. Kavramları daha iyi anlamak için, n boyutlu uzay- 
ların — 2 veyan — 3 boyuta indirgemek sıklıkla başvurulan bir yöntemdir. 
Lineer vektör uzaylarına örnekler vererek bakış açımızı genişletelim: 

1. n pozitif bir tam sayı olmak üzere 


> 
a 
İri 
I 


a9 ka1ı1 403124: sa,” 
bo kbızibar?2 4... 4b,z” 
Ralz) — do*dız*dır?4... dır” 


© 
SX 
a 
Za 
Il 


polinom kümesini ele alalım. 

Eğer an, b, ve d, katsayıları ve &, 9 sayılarının hepsi reel ise poli- 
nom uzayı, bir reel lineer vektör uzayıdır. Polinomlar için yukarıdaki aksi- 
yomların bazılarına bakalım: 

i, İki polinomun toplamı 


P,(1) * On(3) — (a0*bo) *(aı *bı)ı 
K(034b)124:-:: k(an*bn)z” 


yine bir polinomdur. 
ül. Pn(7) polinomunu bir e reel sayısıyla çarpımı 


aP,(z) — aag* aajı * aa;1? 4... 4aa,z" 


olur. Burada iki reel sayının çarpımı yine reel bir sayı olacağından, ca;'ler 
reeldir. Bu nedenle polinomun katsayıları yeni reel sayılardır. Bu yüzden 
aP,(1) vie bir polinomdur. Bu iki özellik kapalılık Yeçiliği olarak bilinir. 

ili, — —I için Pu(2) > —ao— ar — aşr? — — anı” — —P,(1) 
em göre ters polinom elde edilir. 

iv. â; — 0 için P,(1) —0 polinomu vardır. 

v. Üç polinomun toplamı için 


Pr * (On * Rin) (Pr * On) * An 
(a0 *bo*do)*(a, *bı*dı)ı 


*(a34b)4d2)724---4(antbntdı)z” 


birleşme özelliği sağlanır. Diğer aksiyonların da sağlandığı gösterilebilir. 
Ancak tekrardan kaçınmak için bunu atlayacağız. an, bn ved, katsayıları ve 
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a, 8 skalerlerinin hepsinin kompleks sayı olması durumunda, polinomların 
bir kompleks lineer vektör uzayı oluşturduğunu belirtmekte yarar var. 

2. Keyfi m satırlı n sütunlu Âmxn reel matrisler kümesi ve reel o, 8 
skalerleri bir reel lineer vektör uzayı oluşturur. Aynı boyutlu matrislerin 
toplamının, bir skalerle çarpımının yine aynı boyutlu bir matris olduğu, 
tüm elemanları sıfır olan sıfır matrisinin varlığı, / birim matrisin tanımı 
bir önceki bölümde verilmişti. Toplamaya göre ters matrisi elde etmek için 
bir matrisi —1 ile çarpmak yeterli olacaktır. Bütün aksiyomların sağlandığı 
gösterilebilir. Bunun yanısıra kompleks matrisler ve kompleks skalerler kul- 
lanıldığında, bir kompleks lineer vektör uzayı oluştuğunu da belirtelim. 

Örnekleri çoğaltmak mümkündür. Ancak bu iki örnekle yetinelim. 


5.2 Lineer Bağımsızlık, Vektör Uzayının Boyutu ve Baz 
Vektörleri 


Bir V, vektör uzayında aj, az, a3,... a, vektörleri arasında 


n 
Y ais; —ola,t0)a31:::*Onâ,—0 (5.14) 
izl 
olacak şekilde a; vektörlerinin bir lineer bileşimi yazılabiliyorsa, söz konusu 
vektörler lineer bağımlıdır. Bu durumda (5.14) eşitliğini sağlayacak o;'ler 
bulunabiliyor demektir. Eğer bu eşitlik sadece a, — a3 —a) —:.. — 
&n — 0 olduğunda sağlanıyorsa a; vektörleri lineer bağımsızdır. Bir vektör 
kümesi verildiğinde lineer bağımlı olup olmadıklarını test etmenin bir yolu 
vektörlerin bileşenlerinden satır düzeninde oluşturulmuş matrisin determi- 
nantına bakmaktır. Eğer determinant 0 ise vektörler lineer bağımlı, # O ise 
lineer bağımsızdır. 


Örnek 5.1 3 boyutlu kartezyen koordinatlarda a —2i43j—k,b— 
— 4-2j4-kvec — 3i * 8j— k vektörleri veriliyor. Bu vektörlerin lineer 
bağımlı olup olmadıklarını belirleyin. Eğer lineer bağımlı iseler &,, > ve 
a3 sayılarını bulun. 

Çözüm 5.1 Üç boyutlu bu vektörlerden her birinin aynı adlı bileşen- 
leri bir sütuna gelecek şekilde 3 x 3 boyutlu bir matris olarak yazılır ve 
determinantı alınırsa 


2 3 — 2 3 —I 
det | —1 2 1 —)| 1:2 1 (20 
3 8 —I 3 8 —I 


bulunur. Öyleyse a,b ve c vektörleri lineer bağımlıdır. Bu vektörler (5.14) 
eşitliğinde yerine yazılırsa 


ayla, * aza; agaa — 0 
&1 (2i4*-3j—k)*0>(—i42j4k)403(3i-4-8j—k) — O 
(201 — a3 *3a3)i4 (30742034 8a3)jt(—aı*a3—a3)k — 0 
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elde edilir. Bu eşitliğin sağlanması, yani O vektörünü vermesi için parantez 
içindeki ifadelerin ayrı ayrı sıfır olması gerekir. Buna göre 


2a1— 034303 — O (1) 
30, *203-8a3 — 0 (2) 
0 (3) 


—aı taş—a3 


3 tane lineer denklem elde edilir. Bu denklem sisteminden o, &> sayılarını 
a3 cinsinden bulmaya çalışalım: 


(1) 4X(3)>a,*203-0>a; — —2aş 
olur. e, — —2Za3 (2)'de yerine yazılırsa 
2034 203-0 03 — —ag 
elde edilir. o3 — k denilirse o, — —2k ve aş — —k bulunur. Burada k 
sıfırdan farklı keyfi bir sabittir. & — 1 seçersek a, — —2,aş — —I ve 
a3 — 1 bulunur. Buna göre a,b ve c vektörleri arasında 
—2Za—b-4-c—0 


ilişkisi vardır. Bu sonuçtan hareketle vektörlerden herhangi biri diğer ikisi 
cinsinden yazılabilir. Örneğin c vektörü a ve b vektörleri cinsinden 


c—2Za-b 


olarak yazılabilir. 

Fonksiyonların lineer bağımsızlığı ise şöyle test edilir. 7x boyutlu poli- 
nom uzayında Pı(z), P»(z),..., P,(T) gibi n tane polinomun lineer bağımsız 
olup olmadıkları Wronskiyen olarak isimlendirilen determinantla sınanır. 


Pie) o Pala) Ppla) 
ide m ii 5 (5.15) 
Pi) Ba) e EE) 


Eğer determinant O ise lineer bağımlı, # 0 ise lineer bağımsızdır. 


Örnek 5.2 3 boyutlu polinom uzayında üç polinom Pı(1) — x?—1I, 
P(1) 1241—2 ve Pır) - 124314 2 olarak verilmiş olsun. Bu 
polinomların lineer bağımlı olup olmadıklarını gösterin. 
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Çözüm 5.2 Bu polinomların Wronskiyeni yazılır ve birinci satıra göre 
açılırsa 


P, PB P; —2—1 241-2 1243142 
W — del P, P, P, |) | 2 2141 2143 
P EB 2 2 2 


— (22-1))2(2241)—2(2243))4 (224 1—2)(2(22 43) —2(22)| 
4 (22 437 4 2)/2(22) —2(2x 41) 

— (<4)(22—1) 46(1242—2)4(-2)(22 43x42) 

— —472 444612 46:—12—212—6r—4-——1240 


bulunur. Buna göre bu polinomlar lineer bağımsızdır. M 


Bir vektör uzayında bulunabilecek lineer bağımsız vektörlerin maksi- 
mum sayısına söz konusu vektör uzayının boyutu denir. n boyutlu bir 
vektör uzayında maksimum n tane lineer bağımsız vektör vardır. Bunlar 
söz konusu vektör uzayının baz vektörleri olup uzayı gerdiği söylenir. Bu 
n tane vektör dışında yazılacak herhangi bir (n 4 1). vektör lineer bağımlı 
olur ve (5.14) eşitliğine göre 


Aja, * Oza3*403âg3*....*-Onân“*Onşıanşıı —Ü 


yazılabilir. Buradan a, şı vektörü 


Onslânşı — —Olâl — Ozâaz — Ozüg—.... — Onün 
CI a2 a3 
ama — (<7 lat )ar (as 
On41 On41 On41 
Gn— a 
su (- — 1) an-ı * (- — Yan (5.16) 
On41ı On41 


biçiminde aı,â>,..., an baz vektörlerin bir lineer bileşimi olarak yazılabilir. 
ai katsayıları a, şı vektörünün a; bazındaki bileşenleridir. Bundan 
sonra sıklıkla kullanmak üzere keyfi bir x vektörünü 
n 
X—7Iıaj113â74I1I3834...4 Inân— Y ziaı (5.17) 
izl 
şeklinde yazacağız. Burada z;'ler (5.16)'daki —ai'lere karşılık gelen bile- 
şenlerdir. 

Bir vektör uzayında, lineer bağımlı oldukları bilinen bir dizi vektörden 
kaç tanesinin lineer bağımsız olduğunu tespit etmenin bir yolu şudur: Söz 
konusu vektörlerin bileşenlerini satır düzeninde yazarak, bir matris elde 
etmek ve rankını bulmaktır. Temel satır işlemleri yapılarak bu matris in- 
dirgenirse, elemanları sıfırdan farklı olan satırların sayısı matrisin rankıdır 
ve lineer bağımsız vektörlerin sayısını verir. Bunu bir örnekle izah edelim. 
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Örnek 5.3 3 boyutlu vektör uzayında a, — 14 2j43k, a2 —4i-4-5j46k 


ve aş — 7i--8j-4- 9k vektörleri veriliyor. Lineer bağımsız vektörlerin sayısını 
bulun. 


Çözüm 5.3 Vektörlerin bileşenleri satır düzeninde yazılırsa 


ı 2 3 
A-—| 4 5 6 
7 8 9 


matrisi elde edilir. detA — 0 olduğundan, bu vektörler lineer bağımlıdır. 
Aşağıda verilen temel satır satır işlemleri yapılırsa 


1. Birinci satırı —7 ile çarpıp üçüncü satıra ekle 


ı 2 3 201)(8) Ii 2 3 
4 5 6 — 4 5 6 
78 9 0 —6 —12 


2. Birinci satırı —4 ile çarpıp ikinci satıra ekle 


pr 
4 5 6 lo -3 -6 
0 -6 —12 0 -6 -12 


3. İkinci satırı —2 ile çarpıp üçüncü satıra ekle 


LA Sİ apfi 2 B 
0-3 -6 Olly 3 6 
0 -6 —12 00 0 


4. İkinci satırı —3 ile çarp 


ı 2 3 > 1 2 3 
—3(2) 

0 —3 —6 > o 12 

0 0 0 000 


5. İkinci satırı —2 ile çarpıp birinci satıra ekle 


123 zl 
o1 2) XOlo1ı > 
000 00 0 


elde edilir. Burada 4. işlem, ikinci satırı en küçük sayılarla temsil için 
yapıldı. 65. işlem ise birinci satırı sıfır yapma çabasıdır. Çünkü ilk üç 
adımda sadece ikinci ve üçüncü satırlara yoğunlaştık. Yapılabilecek satır 
işlemleri farklı olabileceğinden indirgemeden sonra farklı elemanlı sütunlar 
bulunabilir. Bu noktada bir keyfilik vardır. Ancak amacımız matrisi bol 
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sıfırlı ve küçük rakamlı biçime indirgemektir. Tüm elemanları sıfır olan 
üçüncü satır hariç tutulursa, sadece iki satırın tüm elemanları sıfır değildir. 
Sonuç olarak A matrisinin rankı 2'dir. Yani lineer bağımsız vektörlerin 
sayısı 2'dir. Bu vektör uzayının iki bazı vardır. 


5.3 Skaler Çarpım, Bir Vektörün Normu ve Ortonormal 
Baz Vektörleri 


Bir V vektör uzayında ket temsilinde yazılmış | z ) ve | y) vektörlerinin 
skaler çarpımı (7 |y) şeklindedir. Skaler çarpıma iç çarpım da denir. Skaler 
çarpımın sonucu reel veya kompleks bir skalerdir. | z) ve | y) vektörlerinin 
iç çarpımı 


Giy) —(zj a; . )) . | >ziy tiye tk... iznyn (5.18) 
Yn 


şeklindedir. Eğer | 7), | y), | w) vektörleri ve «, 8 skalerleri için 

(li) We) 

iü. (w |az*B8y)—a(w |r) * 8 (w İy) 

ili. (01 4 By |(w) -a*(7Jw)-48*(y |(w) 

iv. | z) # O olmak üzere (7 |7) >0 

ile verilen iç çarpım özellikleri sağlanıyorsa bu vektör uzayına, metrik 
uzay denir. 

Bir | 7) vektörün normu 


||  V(e |) — Vriri k13034.. 4 0m (5.19) 
şeklinde tanımlanan pozitif değerli bir skalerdir. | z ) ve | y) vektörleri için 
İz *yl <İz| * İyl 


Cauchy-Schwarz eşitsizliği geçerlidir. |a,6| aralığında tanımlı bir fonksiyon 
uzayında verilen Yı(7) — (47) ve W>(T) — (42) gibi iki vektörün iç çarpımı 


b 
(bı hz) — J Yi e)vale)de (5.20) 


olarak tanımlanır. |4) vektörünün normu 


b 


b) J Wa)yladz (5.21) 


a 
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olur. Matris uzayında A ve B matrislerinin iç çarpımı, çarpım matrisin 
izine eşittir. 
(4 |B) -İz(4B) (5.22) 
Bir vektörü (5.17) ifadesindeki gibi a, bazında yazmak yerine, boyları 
1 olan ve birbirine dik ortonormal baz vektörleri cinsinden yazmak daha 
kullanışlıdır. n boyutlu vektör uzayında birim vektörler |eı ),le> ),....,len ) 
ket temsili ile 


1 0 0 
0 1 0 

ler ) — : , lez) — ; yessy len ) — : (5.23) 
0 0 1 


biçiminde yazılır. Birim vektörler arasında 
(e; leş) — öğ (5.24) 
ortonormalize bağıntısı vardır. Bir |z) vektörü ortonormal baz vektörleri 
cinsinden 
n 
İri s Yizi le) —Zıleı) *z>le3)*..... 4 7nlen) (5.25) 
izl 


şeklinde yazılabilir. Bu ifade (5.12) ifadesine özdeştir ve (5.1) ile aynı an- 
lamdadır. Sadece temsilleri farklıdır. |z) vektörünün z; bileşeni 


Ti — (ei İz) (5.26) 


skaler çarpımı ile bulunur. Fonksiyonlar uzayında |y,) ve |52) vektörleri 


b 
b İba) — J Vi (e)inlaldz — 6 (5.27) 


eşitliğini sağlayacak şekilde normalize edilebilirler. Normalize |y,) ve |) 
vektörleri, baz vektörleri hükmündedir. Matris uzayında, örneğin 2 x 2 
boyutlu reel matris uzayında 


Me e e) 


matrisleri bu uzayının baz vektörleridir. Keyfi bir 2 x 2 boyutlu reel matris, 
bu dört baz vektörü cinsinden 


e ( z 2 ) <a) 4bi2) kel) ala) 
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olarak yazılabilir. 


Örnek 5.4 Kompleks bir vektör |u) — ( 14i 1 —1 1—-i )” olarak 
verilmiştir. Bu vektörü normalize edin. 
Çözüm 5.4 


141 
w Iv) 


a) İM 
Ea 

(1 —4)(1 41) $(1)(1) #(-1)(-1) (1 k0)(1—ö)) 
(1 $i—i— 2) 41414(1—i4i—i2) 


2414142-6> ju) -V(v (v) — v6 


bulunur. Burada i? — —I değeri kullanıldı. Böylece normlanmış |v) 


) — 7(isi bi) 


olarak bulunur. 
5.4 Gram-Schmidt Ortogonalleştirme Yöntemi 


Gram-Schmidt yöntemi, verilen n tane lineer bağımsız vektörden n tane 
ortonormal vektör üreten bir yöntemdir. n boyutlu vektör uzayından 
tane |a,) ,J02) ,Ja3),...,Ja,) lineer bağımsız vektör verilmiş olsun. Gram- 
Schmidt yöntemi kısaca şöyledir: 

Vektörlerden birincisi normlanır. Burada birinci vektör |a, )'dir. Başka 
bir vektörle başlanabilir, ancak sonuçları farlı olur. Seçilen vektör referans 
alınarak diğer vektörler buna dik hale getirilmektedir. Bu keyfiliğe dikkat 
etmek lazımdır. Normalizasyon sabitini N, ile gösterirsek, normlanmış vek- 
tör 


1 
İuı) — Nİ)» Nı - vVKaı |aı) 
olur. Sonra |a2) vektörünü |u,) vektörüne dik hale getirmek için 


Jap) — |az) — (azluı) lu) 


işlemi yapılır. Burada (a2|uı ) çarpımı, |a2) vektörünün |u,) yönündeki 
bileşenidir. Bu bileşen |u,) ile çarpılarak, |u,) yönündeki (a2 |uı ) |uı) vek- 
tör elde edilmektedir. Çıkarıma işlemi yapıldıktan sonra artık |a2) vek- 
törünün |u,) yönünde bileşeni kalmaz. Elde edilen vektör |a5) ile gösterilir 


ve normlanırsa 
/ / 


|uz) > aç las), N2 — y/ (a; 


142 Fizikte Matematik Metodlara Giriş 


elde edilir. |aa) vektörünün hem |uı)'e hem de |u2)'ye dik olması gerekir. 
Bunun için |a3) vektörünün |uı) ve |uz) yönündeki bileşenlerden arındırıl- 
ması gerekir. Bu işlemden sonra |a3) 


laz) — lag) — (a3luı ) |uı) — (a3 uz) Juz) 
bulunur. Elde edilen |a,) vektörü normlanırsa 
1 
|u3) — N; a3), Ns (a; az) 


üçüncü ortonormal vektör olan |u3) elde edilir. Gram-Schmidt yöntemi ile 
(ui) için 


aş) — lai) — Kaifur) fui) — (ai fuz) (uz) —.. — (asli ı ) lu) 

i—l 
aş) > la)-X Caluş)luş) (5.28a) 

jel 
|) — A Ja;) (5.28b) 

N;' * 

MN — y/(a; |aj) (5.28c) 
ifadeleri bulunur. Sonuç olarak Ja, ) ,|a2) ,|a3),...., Jan) lineer bağımsız vek- 
törlerden yola çıkılarak |uı) ,|u2) ,Ju3),...,|un) ortonormal vektörler elde 


edilmiş olur. 


Örnek 5.5 Kartezyen koordinatlarda a, — i-k,aş> -i4j4k, 
a3 — j*k olarak verilen vektörlerin lineer bağımsız olduklarını gösterdikten 
sonra Gram-Schmidt yöntemi ile a,'den başlayarak ortonormal u,, uz ve 
uz baz vektörlerini elde edin. 


Çözüm 5.5 
1 0 1 
de) 1 1 1 | —-14#0 
O 11 


olduğundan verilen vektörler lineer bağımsızdır. Bu örnekte birinci bölüm- 
den aşina olduğumuz temsiller kullanıldı. Buna göre, uş, uz ve u için 


Nı m EE e EM 


Nı v2 
az — az—l(az:u)uş 
i 1 2 
az'Uu, — e 
(az u)u, — ((i4-k)—i-4-k 


» dö 
ap — i4-j4-k—(i4k)-j 
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1 : 
N> — azal $u— az —) 


aş — a3— (az: u)u — (a3 uz)uz 
> 2 EM 1 
a3'Uu, — Gik)e zi tk) N7 
1 1 
— — x — (isk *k 
(a3 -u)u 5 VER ) G*k) 
a3-uz — (j*k):j—1,(a3:uz)uz —j 
1 1 
2 1 
N3 — aşa, — 1 
Uz — RL PE evi Er ML EE 
3 — N3 ği — 2 mir 


olarak bulunur. uj, uş; ve uş vektörlerinin ortogonal ve normalize olduğu 
gösterilebilir. aı,az ve ag vektörleri Şekil 5.la'da,u; uzve ug vektörleri ise 
Şekil 5.Ib'de verilmiştir. 


Şekil 5.la aj, az ve a3 vektörleri Şekil 5.Ib uj,uz ve uş vektörleri 


Örnek 5.6 Gram-Schmidt yöntemini kullanarak |aı) — (2,4, —4), Ja) — 
(3,6, 0) ve |a3) — (7,2, 1) olarak verilen lineer bağımsız vektörlerden üç 
tane ortonormal baz vektörü bulun. 

Çözüm 5.6 Gerekli işlemler yapılırsa 


Val la) V2x244x44(— — V36-6 


ız ze AY. varam 
keto) gf 


N, 


luı) 
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(a2) — Jaz) — (azlur)luı) 
(a3luı) — (c3x 5) * (6x 3) * (0x (-3)) —3 
ey — (3,60) -3 (55 2 5) 2 -4,4,2) 
Ne > yak lap) <6 huz) — (31215) 
az) — Ja3) — (azluı)luı) — (a3luz) Juz) 
(a3luı) — 3, (a3luz) -—3 
az) — 0.2, -3(5.71-5) İG) 
az) — (4,2,4) 
Na — yeğ leb) 6 hun) - (51515) 


bulunur. 


Örnek 5.7 (—1, 1| aralığında tanımlı fonksiyon uzayında verilen f1(1) — 
1, fa(7) — z ve fs(7) — 7? fonksiyonlarının lineer bağımsız olduklarını 
göstererek bir ortonormal baz kümesi elde edin. 


Çözüm 5.7 Fonksiyonların Wronskiyeni 


Iz r? 
W—detl| 01 2: | -240 
00 2 


olduğundan fonksiyonlar lineer bağımsızdır. Önce fı(z) normlanırsa uı(7) 


Z 
NV 
| 
— 
> 
Il 
a 
eyi 
> 
8 
Il 
Be 
a 
a 
l 
a 
ke 
K 
; 
i 
$ 


z 
0 
Il 
zl 
>» 
l 
Sl” 
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olarak bulunur. u2(7) için işlem yapılırsa 


fa) — fa(2)— (fa Ju) urla) 


1 1 : 
(2 İuı) — | fide — fa — 5” m —0 
falı) — fala) —ı 
1 vi 5 
Nİ — Çi) İle) > fa?dz- >) -24M-y3 
1 


uz) — ivaz 


olur. Burada f/7(z) türev anlamında değildir. u,(r)'e dik hale getirilmiş 
ikinci fonksiyondur. Son olarak u3(7) için işlem yapılırsa 


falı) — fa(z)— (fs luı)u(r)— (f3 Juz) uz() 
! > 


(f3 İuı) — Jia: - İ 


si Bi 3 


bea 
77 
NN 
| 
e 
N| 
a 
ç 
İ 
Sia 
e|a 


O e a 
fsı) 3 e 3 
1 2 1 
2 / / z 1 a Su, 
N3 — (J3() |f3(r)) — T —3 dı — I — gi #3 dr 
— > 2s ll LİE EB 
5 9 9, 5 9 9 45 
— 8  j45( , 1 
N3 — ag > vala) — z (a 3) 


bulunur. 


Örnek 5.8 (0, 2) aralığında tanımlı fonksiyon uzayında verilen fı(z) — 
1, f2(1) — Sinz ve fs(1) — Cosr fonksiyonlarının lineer bağımsız olduk- 
larını göstererek, bir ortonormal baz fonksiyonu kümesi elde edin. 
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Çözüm 5.8 Bu fonksiyonların Wronskiyeni 
I Sinz Cos 
W—del| 0 Cosr -—Sinr | ——14#0 
0 —Sinz —Cosi 
olduğundan fonksiyonlar lineer bağımsızdır. fı(7) — 1 normlanırsa 
2n 


—(fılh)> (dr—ılf' —2n>u(r) — 
/ 


- 7 


bulunur. /2(7) için işlem yapılırsa 


2 lu) — | snr - — lose” 
faz) — f2(7)— (fa luı)uı(1) — Sinz 
2x yo 
N? — ($ |/2) > | Sin(a)de — | -(1— Cos2r)dr 
Jeo 
z Ea İN p 
“2 İM 


N> — Vr—> uş(r)— 7aSin 


bulunur. Burada Sin?(2) — $(1—C0os22) açılımı kullanıldı. Bu kez f3(1) — 
Cos için işlemler yapılırsa 
(fa ui) > (fs (uz) >0 
fs(1) fa(1) — Cosz 


Ng — Vr>uş(1)— 7700 


olarak bulunur.M 
5.5 Lineer İşlemciler ve İşlemcilerin Matris Temsili 


Bölümün başından buraya kadar bir çok lineer vektör uzayının tanım- 
lanabileceğini gördük. Bir vektör uzayından diğer bir vektör uzayına geçmek 
gerekebilir. V ve W aynı skalerler üzerinde tanımlanmış iki vektör uzayı 
olsun. V vektör uzayındaki her bir vektörü, W vektör uzayında bir tek 
vektöre karşılık getiren bir fonksiyon A olsun. Bu durumda 


A:V—W 
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şeklinde bir dönüşümdür. W vektör uzayındaki |w) vektörüne, V vektör 
uzayındaki |v) vektörünün A dönüşümü altındaki görüntüsü denir ve 


(lw) — Alu) (5.29) 


biçiminde yazılır. |u) ve (vu), V vektör uzayında iki vektör, a ve 8 skalerler 
olmak üzere A dönüşümü 


A (&|u) * 8lv)) > aAlu) 4 BAlv) (5.30) 


özdeşliğini sağlıyorsa, A dönüşümüne lineer dönüşüm denir. Her lineer 
dönüşüm V 'deki bir toplamı, W'deki bir toplama ve V'deki bir skalerle 
çarpımı W'deki bir skalerle çarpıma götürür. Yani lineer işlemci, vektör 
uzayının iki temel işlemi olan vektörlerin toplamını ve bir vektörün bir 
skalerle çarpımını korur. Lineer vektör uzayında her lineer dönüşüm, bir 
lineer işlemciye denktir. Bir lineer dönüşüm illaki V uzayından W uzayına 
olmak zorunda değildir. Eğer dönüşüm A: V — V şeklinde aynı uzayda 
kalıyorsa yani kendi üzerine bir dönüşüm ise yine de A, V uzayında bir 
lineer işlemcidir. Operatör ile işlemci aynı anlamdadır. Bir işlemci bir 
vektöre etkisiyle değerlendirilir. 


Lineer İşlemcilere Örnekler 


1. İki boyutlu E> Öklid uzayında bir vektörü, pozitif yönde 0 açısı 
kadar döndüren işlemci, R(0) lineerdir. 

İspat: İki boyutlu Öklid uzayında a ve b iki vektör olmak üzere R(0) 
işlemcisinin bu vektörlere etkisi 


R(0)a — a' 
R(0)b — b 


şeklinde olsun. R(0)'nın a * b toplamına etkisi 
R(9) (a * b) — R(0)a*-R(0)b —a'4-b' 
bulunur. R(0) (a 4 b) — R(0)a--R(0)b olduğundan R(0) işlemcisi lineerdir. 


Şekil 5.2a Toplam vektörün Şekil 5.2b Dönmüş vektörlerin 
dönmesi toplamı 
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Şekil 5.2a ve Şekil 5.2b'den görülebileceği üzere a* b toplam vektörü 4 
kadar döndürmek ile a ve b vektörlerini ayrı ayrı 9 kadar döndürüp sonra 
onları toplamak özdeştir. 

2. Üç boyutlu kartezyen koordinatlarda bir vektörü (7, y) düzlemine 
dik izdüşüren A işlemcisi lineerdir. 

İspat: A izdüşüm işlemcisinin Ja) — (7, y, 2) ve |b) — (7',y/, z') vektör- 
lerine etkisi 


Ala) — A(z,y,2)-(2,y,0)-Ja') 
Alb) — A(1',y,2')—(r',y,0)-|0') 
şeklinde yazılabilir. A'nın |a) * (b) toplam vektöre etkisi 


A(la) * (b) 


A(14*7',y*y',z4*2')—(2471',y*y',0) 
(2, y, 0) # (2',y”, 0) — Ja”) 4 (b) 
olur. A (Ja) - |6)) — Ala) * A|b) olduğundan A lineerdir. 

3. İki boyutlu Eş Öklid uzayında bir vektörü öteleyen işlemci lineer 
değildir. 

İspat: Bu işlemciye T diyelim. 7 öteleme işlemcisi iki boyutlu Öklid 
uzayında Ja) — (7,y) ve |b) — (1',y') vektörlerini |) — (1”,y”) kadar 
ötelemişse 

Ta) T(2,y)>(2*7",y*y")—(2,y) *(2”,y”) —la) *lt) 
Tip) — T(2',y)) >(2'471",y' 4 y”) — (2',y') 4 (1",y”) — (b) İt) 
olarak yazılabilir. Diğer yandan 7T”nin |a) * |b) toplam vektöre etkisi 
T(la) po) < Tztkr',yty)—-(247'47” yy ty”) 
(2,y) 4 (2',y') # (2”,y”) — Ja) * (b) 4 Je) 
olur. T'(la) * |b)) # Ta) * T'/b) olduğundan T öteleme işlemcisi lineer 
değildir. 

4. |a,b| aralığında türevlenebilir fonksiyon uzayında D türev işlemcisi 

lineerdir. 


İspat: a, 8 skalerler olmak üzere D — dz türev işlemcisinin fı(7) ve 
İa(1) fonksiyonlarına etkisi 


Daha) < a - afla) 


D(6fxla)) < Bİ - öğle) 
şeklindedir. D — z türev işlemcisinin &fı(T) fa(T) toplamına etkisi 
3, (efıle) 4 Afk) < lefke) #7 (fala) 


öz 
af) kg ve) fil) * Bike) 
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olur. D(afı(1) 4 8f2(7)) — aDfı(r) * 8Df:(1) olduğundan D türev 
işlemcisi lineerdir. Ancak türevi alınan fonksiyonun yine fonksiyon uza- 
yının bir elemanı kalması gerektiğini belirtelim. D”; n. mertebeden türev 
işlemcisinin lineer olabilmesi için n defa türetilen fonksiyonların yine fonk- 
siyon uzayının elemanı olması, yani kapalılık özelliğini sağlaması gerekir. 
5. J/a,b| aralığında integrallenebilir fonksiyon uzayında integral alan 


işlemci Int (f(r)) — J f(z)dz lineerdir. 


İspat: a, 8 skalerler olmak üzere fı(7) ve f2(T) fonksiyonlarının integrali 


b b 
kah) J Geleli dr <a J falez 
” 6 
Int (8f(2)) — | (Bize) de - 8 7) hala)dz 


biçiminde yazılabilir. Toplamın integraline bakalım: 


b b 
Int (afı(T) * 8f2(7)) > J (&fı(r) * 8f2(1))dı — 7 afı(r)dı 
b i b b i 
4 | Bfatadaz — al (1)dr 4 3 | alâ 


olur. Int(afı(7) * 8f2(1)) — a Int(fı(1)) * 8 Int(f>(7)) olduğundan 
integral alan işlemci lineerdir. 

A ve B, lineer vektör uzayı V 'de iki işlemci, |a) ise bir vektör olmak 
üzere aşağıdaki eşitlikler yazılabilir: 

i. İki işlemcinin eşitliği: Eğer A işlemcisinin |a) vektörlerine etkisi ile 
B işlemcisin |a) vektörüne etkisi 


Ala;) -Bla;),tüm (a) eV> A-B (5.31) 


ise, işlemciler eşittir. 

ü. Dağılma özelliği: (A 4 B) la) — Ala)4 Ba) , iki işlemcinin toplamı- 
nın Ja) vektörüne etkisi, ayrı ayrı etkileri toplamına eşittir. 

ili. İki işlemcinin çarpımı: (AB) Ja) — A (B Ja)) , iki işlemcinin çarpımı- 
nın Ja) vektörüne etkisi, önce B'nin sonra A'nın etkisine eşittir. Burada 
işlemcilerin etki sıralamasının değiştirilmediğine dikkat edelim. Eğer işlem- 
cilerin sıra değiştirme özelliği varsa yani (4, B) — AB— BA — 0 ise, işlem 
sırasının önemi yoktur. 
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iw. Çarpımın toplama üzerine dağılma özelliği: A(B-4C) Ja) — AB|a)* 
AC Ja). 

v. İşlemcilerin fonksiyonları, toplama ve çarpma işlemleri kullanılarak 
yazılabilir: Örnek olarak 4” ve e  işlemcilerini ele alalım. 


A —- AA, AS —- AAA, A"ZAA....A 
ma gi 


n tane 


—A 1 2 1 3 


Burada e A işlemcisi için Taylor serisi yazıldı. Lineer işlemcilerin fonk- 
siyonu olan işlemcilerin de lineer olduğunu belirtmekte yarar var. 


Özel Bazı İşlemciler 


1. Birim İşlemci: Bir Ja) vektörüne etkidiğinde onu değiştirmeyen 
işlemcidir. 

I a) — Ja) (5.32) 

I birim işlemcinin önemli bir özelliği, herhangi bir A işlemcisi ile sıra 


değiştirmesidir. 
(A, 1)la) — Alla) —IAla) —0 


2. Parite İşlemcisi: Konum vektörüne bağlı bir fonksiyonda r— —r 
dönüşümü yapan işlemcidir. Parite işlemcisini P ile gösterirsek 


P|v(r)) — İ(-r)) (5.33) 


yazılabilir. Bu işlem sonunda |Y(—r)) fonksiyonu |/(r)) gibi kalabilir veya 
işaret değiştirebilir. Parite işlemi sonucu işareti değiştirmeyen fonksiyona 
çift pariteli, işaret değiştirene ise tek pariteli denir. 


e. (W(r)) , çift pariteli 
li ( —İy/(r)), tek pariteli 


3. Projeksiyon(İz düşüm) İşlemcileri: Bir |/) vektörü |u;) baz 
vektörleri cinsinden 


yp) — Ya lu) 
il 


verilmiş olsun. Burada c;, katsayıları, |/) vektörünün |u;) baz vektörü 
yönündeki bileşenidir. Projeksiyon işlemcisi P ile gösterilir. Karışıklığı 
önlemek için projeksiyon için başka harfler kullanılabilirdi. Fakat bu çok 
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önemli değil. İzdüşüm işlemcisi P;, bir (b) vektörüne etki ederek onun |u;) 
yönündeki bileşenini seçip ayırır. 


Pi |) — c5 luj) (5.34) 


Birden çok vektör bileşeni olduğundan P'yi j ile indisledik. (5.34) ile verilen 
ifade |uj) ile iç çarpılırsa 


Çağ | Eğ lb) — e; (uş luj) Se 
|u;) yönündeki vektör bileşeninin büyüklüğü bulunur. 


4. Ters (İnvers) İşlemci: Bir A işlemcisi bir Ju) vektörünü |v) vek- 
törüne dönüştürmüş ise 
Alu) —Jv) (5.35) 
yazılabilir. A işlemcisinin etkisini geri alan bir işlemci varsa buna ters 
işlemci denir ve A! ile gösterilir. Her işlemcinin ters işlemcisi olmayabilir. 
Tersi olmayan işlemciye tekil işlemci denir. Eğer varsa A | işlemcisi, A 
işlemcisinin yaptığı etkinin tersini yaparak |v) vektörünü tekrar |u) vek- 
törüne dönüştürür: 
Aİ lv) — Ju) (5.36) 


Bu iki eşitlik birleştirilirse 


Aİ lu) A-'Alu) — Ju) 
Alu) > AA İflu) —Jv) 


elde edilir. Buna göre A-' A işlemcileri |u) vektörüne etki ederek yine |u) 
vektörünü veya AA | işlemcileri |v) vektörüne etki ederek yine |v) vek- 
törünü elde ettiğine göre A 'A ve AA | çarpım işlemcileri birim işlemci 
etkisi yapmaktadır. Birim işlemci etkisi yapmakla birlikte A !A4 ve AA | 
çarpımları her zaman eşit olmayabilirler. Ancak genel olarak 


AlA— AA İ—J (5.37) 


sonucu yazılabilir. Örneğin, bir a vektörünü pozitif 9 kadar döndüren 
işlemci R(4)'nın ters işlemcisi, bir vektörü 9 kadar ters yöne döndüren 


R1(6) — R(—0) 


işlemcisidir. Bir vektör önce saat ibresi tersi yönünde 4 kadar dönürülür ve 
sonra dönmüş vektör saat ibresi yönünde 4 kadar döndürülürse, eski yerine 
gelir. 

Ters işlemciler için aşağıdaki sonuçlar yazılabilir: 

i. Eğer A lineer ise A! lineerdir. 
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İspat: |vı) — Alu) ve (v2) — Aluz) > Juı) — Aİ vr) ve Juz) — 
A |va) olur. Böylece 


Aİ (cr Alu) * c3 A luz)) 


—- ATA(cıluı) *c>lu2)) 
TI 
— Cıluı) *ezluz) 


A“ (cı )vı) * cz İv2)) 


olduğundan A! lineerdir. 
ü. A ve B işlemcilerinin çarpımının tersi için 


(4B)!-B-lA4-! (5.38) 


eşitliği vardır. 
İspat: AB işlemcisi ile tersi (AB) çarpılırsa 


AB(A4B)”İ—I 
birim işlemci elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafı soldan A— ile çarpılırsa 


AAB(A4B)İ—-A1I1>5 B(AB)İ—-A-1 
I 


olur. Son eşitlik yine soldan B-! ile çarpılırsa 


B-1B(4B)-1-B7l4-15(4B)1-B-lA4-1 
I 


bulunur. 
5. Hermitik Eşlenik İşlemci, Hermitik(Hermityen) İşlemci 


Bir V iç çarpım uzayında A bir işlemci, |u) ve |v) iki vektör olsun. 
Hermitik eşlenik işlemi skaler çarpımla tanımlanır. 


(u|Av) — (Atu e) (5.39) 
eşitliğini sağlayan Aİ işlemcisine A'nın hermitik eşleniği denir. A'nın |v) 


vektörüne etkisinin (u | ile iç çarpımı, Aİ 'ın ( u| vektörüne etkisinin |v) 
ile iç çarpımına eşittir. Hermitik eşlenik için 


(vlAJu)* — Çu at) v) (5.40) 
tanımını da yapılmaktadır. Alu) — w dersek (5.40)'nin sol tarafı için 


vu)" — (ulu) (5.41) 


Bölüm 5 Lineer Vektör Uzayları ve Lineer İşlemciler 153 


yazılabilir. (5.41)'in sağ tarafı ile (5.40)'ın sağ tarafı karşılaştırıldığında 
| — (ul Aİ > (Afu))İ < (ul At 


olduğu anlaşılır. Hermitik eşlenik işlemci için aşağıdaki eşitlikler yazılabilir: 
. (A)İ—A 
iv (4A4B)İ-At4Bİ 
ül. (CAY Aİ 
iv. (AB)İ — BİAt 
Bir A işlemcisi, At hermitik eşleniğine eşit ise A'ya hermitik(veya her- 


mityen) işlemci, bir işaret farkıyla eşit ise anti hermitik işlemci denir. Buna 
göre 


Aİ — A, A hermitik ise (5.42a) 
Aİ — —A, A anti hermitik ise (5.42b) 
olur. Hermitik(antihermitik) bir işlemci için 
(ul Av) — (Aulv), A hermitik ise (5.43a) 
(ul Av) — —(Aulu), A anti hermitik ise (5.43b) 


eşitlikleri yazılabilir. Hermitik işlemcileri H ile göstermek adettir. Hermitik 
işlemcilerin fizikte özel bir öneme sahip olduğunu belirtelim. 


Örnek 5.9 Bir boyutlu fonksiyon uzayında D — z türev işlemcisinin 
anti hermitik olduğunu gösterin. 

Çözüm 5.9 (7) ve 6(17), |—oo, ool aralığında tanımlı, türevlenebilir 
iki fonksiyon olsun. (4 | Dy) işlemi 


*oo *oo 
a)1Dyla)) — (sar - | #tayavle) 


şeklinde yazılır. Burada #*(7) — u, dW(1) — dv denirse du — dp*(1) ve 
v—W(1) olur. uv— | vdu kısmi integral yardımı ile 


*oo 
(a) Dua) — # ayle) İZ — J Va)de” (a) 


elde edilir. y(7) ve #(7) fonksiyonlarının Foo 'da 0 olması istenirse, ilk 
terim sıfır olur. İkinci terim dz ile genişletilirse 


0- Tas - 7 (22) ayaz 


—o 


(#1) İDW2)) 


— (Der) i2)) 
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olduğundan D — a türev işlemcisi anti hermitiktir. 


Örnek 5.10 Kuantum mekaniğinde bir boyutlu momentum işlemcisi 
p— —ih ile verilir. p işemcisinin hermitik olduğunu gösterin. 
Çözüm 5.10 p için işlem yapılırsa 


) 


*oo too 
e) ipa) — (in) (e Tar - (in) İ tlye) 


*oo 
— Giheleyle İZ (ih) | ya)as'le) 
*oo i 
— 04 (in) | (ZE) y(ı)dı 
*oo ” *oo 
- | (3) viyar- | Gaye 


- (©) iy(2z)) 
olduğundan p işlemcisi hermitiktir. 
6. Üniter(Birimsel) İşlemci 


Hermitik eşleniği, tersine eşit olan işlemciye üniter işlemci denir ve U 


ile gösterilir. Bu durum 
ii yi (5.44) 


şeklinde yazılır. Bir ortonormal baz vektörleri kümesini, başka bir orto- 
normal baz vektörleri kümesine dönüştüren bir dönüşüm U ven boyutlu 
kompleks vektör uzayında iki ortonormal baz 


ui) ,iZ1,2,...,n, İvi) — 1,2 41 


olsun. Eğer U dönüşümü |u;) ortonormal bazı, |v;) ortonormal baza dönüş- 
türmüşse 
U (vi) —İvi) ,i—-1,2....n (5.45a) 


yazılabilir. Benzer olarak |v;) ortonormal bazı, |u;) ortonormal baza dönüş- 
türen ters dönüşüm U —! olur ve ters dönüşüm için 


U-İlv) —lw),i—12,....n (5.45b) 
yazmak mümkündür. (5.25) eşitliğine göre |z) ve |y) vektörleri |u;) bazında 


İz) — Yizilu) 


i—l 
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YY yilu) 
i—l 


olarak yazılabilir. Bu vektörlerin iç çarpımı 


“Yi vifi lu) > yi (5.46) 


e 


olur. U dönüşümü altında |z) ve |y)vektörleri sırasıyla |z”) ve |y/) vektör- 
lerine dönüşmüş olsunlar. |7/) ve |y') vektörleri |v;) bazında 


|z') U (e) — UY İni ui) — 2D > (U (ui) — Sn lv) 
izl i—l i-l 


İY) > Uly) <UN yili) —Y (Ulu) > Y yi lv) 
izl il izl 


olurlar. Bu yeni bazda, bu iki vektörün iç çarpımına bakalım. 


(Uz (Uy) —(' y') — Drina hu) EE 927 (5.47) 


bulunur. Görüldüğü gibi |u;) bazındaki iç çarpım, iş bazındaki iç çarpıma 
eşittir:(7 |y) — (7' |y). Diğer bir ifadeyle U dönüşümü altında iki vek- 
törün iç çarpımı değişmez. Şimdi |r) ve |z”) vektörlerinin normuna bakalım: 


n 
> Tiluj ee) - Ye? > |z| — > 
izl i—l 
n n n 
/ NY — *r.ly; İZ 2 | — 2. 
(x' |) Dz sta >. > |z') 2.si 


U dönüşümü keyfi bir |2) vektörünü |(7') vektörüne dönüştürürken nor- 
munu korumuştur. Bu nedenle U dönüşümünün birimsel olduğunu söylenir. 
Bu kez (12'))İ (2) — ((Uz))İ (Uz) çarpımına bakalım. ((Uz))İ — (z|JUt 
olduğundan 


iz” 


ie? 


NEM e) — JUz))İ |Uz) — İG utu) z) (5.48) 


yazılabilir. (5.48)'in sol tarafı için işlem yapılırsa 


(le) e) — (Ve) a) — (00) e) 
i bo) (Şiva) « >. Ti — (z |z)(5.49) 
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elde edilir. (5.48) ve (5.49)'un sol tarafları eşit olduğundan sağ tarafları da 
eşit olmalıdır. Bu göre 


(a |utula) — (xe) (5.50) 
eşitliği yazılabilir. Bu eşitliğin sağlanması 
U'U —1 (5.51) 
olmasıyla mümkündür. Diğer yandan tersi varsa, bir U işlemcisi için 
UU —1I (5.52) 


yazılabileceğini biliyoruz. (5.51) ve (5.52) birlikte değerlendirildiğinde (5.44) 
ile verilen üniter olma şartı Uİ — U-! elde edilmiş olur. 

Üniter bir dönüşümün reel vektör uzayındaki karşılığı ortogonal dönü- 
şümdür. Diğer bir ifade ile üniter bir işlemcinin reel vektör uzayındaki 
karşılığı ortogonal bir işlemcidir. Ortogonal işlemci R ile gösterilir. Tersi, 
transpozuna eşit olan işlemciye ortogonal denir. 


RT - RI (5.53) 
İşlemcilerin bu özellikleri, matris temsillerinde daha kolay anlaşılacaktır. 
İşlemcilerin Matris Temsili 


Bir A işlemcisinin |u;) baz vektörüne etkisinden sonra |u;) ile iç çarpımı 
yapılırsa, Â;; matris elemanı elde edilir. 


Aij — Çi |Auj) — (ui JAl uş) (5.54) 


n boyutlu vektör uzayında i,j — 1,2,....n değerlerini alır. A;; elemanları 
n xn boyutlu bir matrisi oluşturacak şekilde :. satır j. sütuna yazılırsa, A 
işlemcisinin matris temsili elde edilmiş olur: 


Ayı Az An 
âs ii. il An iü (5.55) 
Âşi Ass -.  Âşy 


A işlemcisi bir |r) vektörüne etki etmiş ve onu |7”) vektörüne dönüştürmüşse 
|z”) — Alr) yazılabilir. Bu işlem, matris temsilinde 


gi An Aş .. Ain T| 
/ 
Iz Aşı A93 ös Aon 72 


(5.56) 


m. 0: 


In, Anı Anı ... Ann In 
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şeklinde yazılır. 


Örnek 5.10 İki boyutlu Öklid uzayında bir |a) vektörünü saat ibresi 
tersine 4 kadar döndüren işlemci R(4)'nın matris temsilini bulun. 
Çözüm 5.10 


Şekil 5.3 Düzlemde bir vektörün dönmesi 


Şekil 5.3'teki gibi zy düzleminde verilen Ja) — (z,y) vektörü pozitif 0 
kadar döndürülmüş olsun. Yeni vektöre |a') — (2', y') diyelim. Vektörlerin 
bileşenleri arasında bir eşitlik bulmak istiyoruz. Eğer bulabilirsek matris 
elemanlarını, dolayısıyla dönme matrisini bulmuş olacağız. |a) vektörünün 
boyu |a| — a olmak üzere dik bileşenleri 


I alosa 


y — aSina 


olur. Dönme esnasında |a) vektörünün boyu değişmediğinden |a'| — Ja| — a 
olur. Buna göre |a') vektörünün dik bileşenleri 


7 — aCos(a*0)—a(CosaCos0 — SinaSin6) 
y — aSin(a*0)—a(SinaCos0 * CosaSind) 


bulunur. z — aCosa, y — aSina eşitlikleri kullanılırsa 


I' — zCos80—ySin0 
y — zSin0*yCos0 


elde edilir. Bu eşitlikler (5.56) ile verilen matris biçiminde yazılırsa 


ı'Y.  ( Cos0 —Sinö I 

Yy) NX Sin Cos y 
olur. Buna göre bir Ja) vektörünü saat ibresi tersine 9 kadar döndüren 
işlemcinin matris temsili 


Cos0 —Sin0 ) (5.57) 


0) ( Sin Cos0 
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olarak bulunur. 
Bu sonuç, üç boyutlu Öklid uzayında bir vektörü z ekseni etrafında 
pozitif 0 kadar döndüren işlemcinin matris temsiline 


Cos0 —Sin0 0 
R(0)— | Sind Cos9 0 (5.58) 
0 0 1 


şeklinde genişletilebilir. Çünkü z ekseni etrafındaki dönmede vektörün z 
bileşeni sabit kalır. 


Örnek 5.11 R(0) işlemcisinin ortogonal olduğunu gösterin. 

Çözüm 5.11 Eğer R-! —RT şartı sağlanıyorsa R ortogonaldir. Önce 
ters matrisi bulalım. detR — Cos29 4 Sin?0 — 1 olduğundan R'nin tersi 
vardır. Ters matrisin elemanları 


Rıp - CR Maş (en) | İç Get v | < Cos0 


1 
Rız — Ma -(-1) | Sine 7 | — Sind 
> —1)143 —Sin0 0 
3 > 3 Mu > ca) Cos0 0 | mü 
Rçi YI ız Ee | | — “Sing 
Rz> 1 Mp cen)| S5 Aİ p | < Cos9 
<a a 0 e 
Paz > Mal) e o 
Ral — (e a ME e Ga) wi e 0 
Ral 2 AM EY | yi -9 
1 (<a a Cos0 —Sind | 
— Kama M33 — (4-1) | Sind o Cosg |” 1 bulunur. Böylece ters 
matris 
Cos0 Sind 0 
R-(0)— | —Sind Cos0 O 
0 0 1 


bulunur. Öte yandan R matrisinin transpozu 


Cos9 Sinb 0 
RT(0)— | —Sind Cos0 O 
0 o 1 


olur. R-! —RT olduğundan R(0) işlemcisi ortogonaldır. 
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Örnek 5.12 2 boyutlu Öklid uzayında (7, y) düzleminde bulunan bir 
(b) vektörünün z eksenine göre ayna simetrisi alan M işlemcinin matris 
temsilini bulunuz. 

Çözüm 5.12 M işlemcisi |b) — zle) * ylez) vektörünü |) — zJeı) — 
yle3) vektörüne dönüştürmektedir. Buna göre M işlemcisinin baz vektör- 
lerine etkisi 


M |eı) len) 
Mlez) >- —Jez) 


biçimindedir. (5.54) kullanılarak M matrisinin elemanları 


Mıı > (ez) M Jeı) — (ef e1) < 1 

Mız > (e1| M |e2) — — (e1) e2) <0 M-| 1 0 ) 
M2, — (ez) M İeı) — (ezl| el) —0 0 —I 
M>z > (ez) M |ez) — — (ez) e3) ——1 


olur. Burada (e;| e;) — 6ij şartı kullanıldı. 


Örnek 5.13 Üç boyutlu Öklid uzayında bir Ja) vektörünü, zy düzlemine 
dik izdüşüren A işlemcinin matris temsilini bulunuz. 
Çözüm 5.13 Ja) vektörü dik bileşenleri cinsinden 


ja) — zle) * ylez) * zles) 


biçimindedir. Ja) vektörünün zy düzlemindeki dik izdüşüm vektörüne |”) 
diyelim. Bu vektörünün z bileşeni O'dır. Bu nedenle |a') vektörü dik bileşen- 
leri cinsinden 


Ja) —xleı) * ylez) * Oles) 


olur. A işlemcisinin baz vektörlerine etkisi şöyledir: 


Ale) — Je) 
Alez) — lez) 
A lez) — 0 


Ajj — (e; |AJ e;)matris elemanları hesaplanırsa, A işlemcisi için 


bulunur. 
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Örnek 5.14 3 boyutlu kompleks vektör uzayında bir H işlemcisinin bir 
İz) —(71,72,73) vektörüne etkisi 


rı Lı—iİLI)4113 
Hr | — İT, tir 
13 Tı—iTİTI3 


olarak veriliyor. a) H işlemcisinin matris temsilini bulunuz. b) H işlem- 
cisinin hermitik olduğunu gösteriniz. 

Çözüm 5.14 a) |r”) — Hg) eşitliği yardımı ile |z”) sütun matrisini, 
biri H diğeri |z”) için olan iki matrisin çarpımı olarak 


Iı—iT)4113 1 — 1 Iı 
İT,*tiT3 — i 0 7 13 
Iı—iL>İ1 I3 1 — 1 I3 


yazılabilir. Buradan H işlemcisinin matris temsili 


1 —i 1 

Hsli 0 7 

1 — 1 

olarak bulunur. 
b) Hİ için işlem yapılırsa 

ME Lı il 
Ht (AT) —İ| 0 —) —-(i oi 
lı i 1 1 —i 1 


bulunur. Hİ — H olduğundan hermitiktir. 


Örnek 5.15 Küresel koordinatlardaki birim vektörleri, kartezyen ko- 
ordinat birim vektörlerine bağlayan dönüşüm ile tersini yapan dönüşümün 
matris temsillerini bulunuz. 

Çözüm 5.15 Bölüm 3'te küresel koordinatlarda er ,eg ve e, birim vek- 
törleri i, j, k birim vektörleri cinsinden 


Sin9 Cos 14 Sin0 Sing j“-Cos0 k 
Cos0Cosg i-4 Cos0Sing j—Sin0 k 
— —Sindpi-4Cospj 


r 


0 

€, 

olarak bulunmuştu. Bu dönüşümü matris çarpımı yardımı ile kolayca 
Sin0 Cosp Sin0 Sinp Cos8 i 


e, — Cos8Cosp Cos8Sinp —Sinf j 
e, —Sinp Cosp 0 k 
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şeklinde yazabiliriz. Dönüşüm matrisine A diyelim. R için 


Sin0 Cos Sin0 Sinp Cos0 
R—l| Cos0Cosp Cos0Sinp —Sinf 
—Sing Cosg 0 


yazılabilir. Baz vektörlerini dönüştüren bu dönüşümün ortogonal olduğu 
yani; RR-! — R“İR — I olduğu gösterilebilir. Ortogonal bir işlemcinin 
tersi, transpozuna eşit olduğundan 
Sin0 Cosp Cos0lCosp —Sing 
Rİ RT — | Sin9 Sing Cos9Sinp Cos ) 
Cos0 —Sin0 0 


bulunur. i, j, k birim vektörlerini e,,ey ,e, birim vektörlerine dönüştüren 


dönüşüm 
i e, 
jlsR'le, 
k e, 


Örnek 5.16 3 boyutlu kompleks vektör uzayında bir A işlemcisinin |z) 


vektörüne etkisi 
TI Tı —iİI>) 113 
Ale) <Al rı | — iZı — I3 
I3 11-134 113 


olarak veriliyor. Bu uzayda iki vektör |7) — (71,72,73) ve |y) — (yı, ye, y3) 
olmak üzere (y| A|z)* — (2) Aİ |y) tanımını kullanarak A işlemcisinin her- 
mitik eşleniğini bulunuz. Aİ —? 

Çözüm 5.16 Ajr)çarpımından 


Tı—iLTŞ*İTI3 1 —i 1 
Alı) — İL, — I3 >—A— i 0 —I 
Tı—I2 * iTg 3 be ÜN 


olduğu açıktır. Bra-ket temsilinde (y| A |z)* işlemi yapılırsa 


pi Li 
I,ı—113-*- 13 
(vi v3 v3 ) İL — I3 
Tı —I3-4i13 


Iyı (11— 173413) 4 Y3 ((11—13)* Y3 (11— 134 iz3)|” 
İyi (7) *iz24 73) t ye(—i zi— 13) *y3(z)— 12—iz3)| 
Tı(yı—iyo* ya) *73(iyı—y3)*13(Yı— ye—i ys) 


olur. 


(yl Az)” 
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bulunur. Burada (y;)* — yı olduğuna ve kompleks eşlenik alındığında 
i— — i değişikliğinin yapıldığına dikkat edilmelidir. Son satırdaki ifade 
matris çarpımı biçiminde düzenlenirse 


yı — iy ty3 
* “ a 
(ylAle”*—(zj 2; 75) iyı — ye 
yı—y2—iy3 
elde edilir. Tanıma göre eşitliğin sağ tarafı (7)| Aİ |y) işlemine eşittir. 
yı — iy2 ty3 
(25 35 3)İ im-yw |z(lA'ly 
yı—ya—iy3 


Buradan A! |y), dolayısyla Aİ çözülürse 


yı — iyz tY3 ix 1 
Aİ |y) — iyı — Y3 >A—li 0 -1 
yı— ye—iİy3 i sl s3 
olarak bulunur. Hermitik eşlenik bulma işlemi (4T)* işleminden kolayca 


bulunabilirdi. Ancak, burada amaç (y| A|z)* — (z| At |y) tanımını kullan- 
maktı. At 4 A olduğundan, A işlemcisi hermitik değildir. 


Örnek 5.17 Bir A işlemcisinin |b) vektörüne etkisi 


TI 1—yt2z2: 
Ab) -A| y)—| -z-z | —le) 
z 21—y*t23 


1 
şeklinde veriliyor. a) A dönüşüm matrisini standart |eı) — | 0 |, ez) — 
0 
0 0 
1 | ve leg) — 0 | bazında elde edin. b) A dönüşüm matrisini 
0 1 


1 1 0 
al e) (8 e (or 
0 1 1 


bazda elde edin. 
Çözüm 5.17a) A dönüşüm matrisinin a;; matris elemanları bulunursa 
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A bulunmuş olur. Je) ,Je2) ve |e3) bazında |b) vektörü 


1 0 0 
(b) — seyi ve <0 sufi ) se) 
0 0 1 
z 0 0 I 
— 0 lJ4l y)*(0)—(y 


olur. İc) vektörü A|b) çarpımı olarak yazılırsa 


TI 1—y*2z2 ı -I 2 I 
Alb) —A| y | — —r—z | -1ı 0 —I y 
z 21—y*z2 2 —ıi 1 z 


elde edilir. Böylece A dönüşüm matrisi 


bulunur. 
b) Birinci Yol: (b) vektörü |uı),luz) ve |u3) bazında yazılırsa 


1 1 1 0 
zl) Kyluz) kzlus) — HOMO İl 
1 1 


1 I-y 
—ij| 112 
v2 yiz 


elde edilir. Bu kez |c) vektörü |uı),Ju2) ve |u3) bazında yazılırsa 


(b) 


I—y432z 
İc) — | -z—z ) — (2—y* 22) luı) #(-z— 2) |uz) 
21—y*t23 
*(21—y-*2)lu3) 


1 1—y-*22 ——z 0 
NG r—y*t9)z | * 0 #l 22—yiz 
0 —r—z 21—y-4z2 


1 —ytz 
—l 3r—2y43z: 
Wi y 


7—Y 
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bulunur. Yeni bazda A |b) — |c) eşitliği, vE sadeleştirilerek yazılırsa 


I*y —ytz 
A| ı*z | —l 3rı—2y*41332 
yiz I—y 


olur. A matrisi 
ayı 412 413 
A—lazşı 422 a5 
a3ı 032 433 
şeklinde olsun. Bu durumda 


Gâıı 012 413 ty —ytz 
a31ı 432 033 1*z |—l( 3r—2y432 
da3ı G3? 433 ytz I—y 


eşitliği yazılabilir. Matris çarpımı yapılır ve düzenlenirse 


alı (74 y) *012(7 42) *a13(y*2) —ytz 

a21(74*y)* 022(742)4a23(y* 32) — 37—2y-432 

a3ı (74 y)*032(142) ta33(y*t 2) I—y 
(G1 * a12)7 4 (a11ı * 413) y* (0124 a13)z —ytz 
(421 * 422)1 4 (a21 * 023) y*1 (0224 a33)z — 3r—2y43z2 
(a31 * 033) 1 * (a31 * a33) y* (0324 033) ı—y 


bulunur. Sol taraftaki matris ile sağ taraftaki matrisin eşit olması, aynı 
adresli satırların eşit olmasıyla mümkündür: 


dı *a12> — O, a1ı $aı3——İ1,a12 kaı3—İ 
azı ka — 3,0211023——2, 42310333 
a31 * a32 — İ, 031 *$033——1, a32 4 33 -0 
Bu denklemler çözülürse aıı ——1, aı2>—1, 30,031 ——1,a>)>-4, 
a23-—1, a3 0, a32>—1, a33 — —1 olur. Bu elemanlar yerine yazılırsa 
—-ı1 1 0 
A—| —-1I 4 —I 
0 1 -I 


bulunur. 


İkinci Yol: A |b) — |c) denkleminde |6) yerine sırasıyla |uı),|u2) ve |u3) 
baz vektörleri yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa, A işlemcisinin baz vek- 
törlerine etkisi 


fi | (1-142x0 , / © 
Alas al 1) 19 eza 
v2 No M2 N2x1-140 v2X 
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1 1 1 1—0*2x1 1 3 
Alu) <—A——|0|—— —1—1 —-—— | —2 
v2 1 v2 2x1—041 v2 3 
1 0 1 0—142Xx1 1 1 
Alu3) -—A—|ı | -—— —0—1 —— | —I 
v2 1 v2 2x0—141 v2 0 


bulunur. Elde edilen bu vektörler |uı),İu2), |u3) bazında yazılırsa, A |u,) 
için 


0 
1 
Alu) >——) —1 | —aıfuı) 4 azfuz) *a3lu) 
ul al i ı İvi 2|u2 3 |u3 
1 1 1 0 
7 a) i taz İ *t a3 i 
— — a, | * 0 *l az ——— ij 01103 
2 0 az a3 2 03 t03 


elde edilir. Bu eşitliğin sağlanması için 


a, 03-0 
a3 ta3——I pa,——I1,a3—1,a3 —0 
a,tagz—l 


olmalıdır. Buna göre 
A uz) > (—1) fuz) $ (1) |uz) $ (0) fu) 


olarak yazılabilir. Buradaki a, ——I, 2 —1, a3 — 0 çarpanları dönüşüm 
matrisinin birinci satır elemanlarıdır. A|uz) ve Alu3) için benzer işlemler 


yapılırsa 
A |uz) — (—1) |uz) * (4) uz) 4 (1) lug) 


A Ju) — (0) |ux) 4 (1) fu2) $ (—1) ua) 


bulunur. Burada ( ) içindeki katsayılar A dönüşüm matrisinin sırasıyla, 
ikinci ve üçüncü satır elemanlarıdır. Böylece A için 


—ı 1 0 
A—| —1 4 —I 
Oo 1 —I 


bulunur. 


166 Fizikte Matematik Metodlara Giriş 


5.6 Benzerlik Dönüşümleri, Bir İşlemcinin Özdeğer ve 
Özvektörleri 


Bu kesimde, lineer bir dönüşüm olan benzerlik dönüşümünü ele alacağız. 
Bir S işlemcisi |a) vektörüne etki edip onu |a') vektörüne dönüştürsün. Bu 
iki vektör aynı |uj;) bazında 


a”) — Sla) 
Yaşluş) — Y'a;Sluş) 
jzl jzl 


yazılabilir. Bu ifadenin her iki tarafı |u,) ile skaler çarpılır ve gerekli işlemler 
yapılırsa, |a') vektörünün bileşenleri |a) vektörünün bileşenleri cinsinden 


n 


Yal uğ) 


EE 
j ön 


Y aşı |Sl uş) 


j Sa 


a 
l 


ii Y Siya; (5.59) 
jzl 


olarak bulunur. Burada 5;;, dönüşüm matrisinin ;. satır j. sütun ele- 
manıdır. Şimdi |a) vektörü |u;) ve |a') vektörü |u; ) bazında yazılmış ol- 
sun. Acaba baz vektörleri arasında bir dönüşüm bulabilir miyiz? Baz vek- 
törlerini değiştirmek, koordinat sistemini değiştirmekle eşdeğerdir. Böyle 
bir dönüşümde vektöre dokunulmaz. Bu nedenle bir vektör hangi bazda 
yazılırsa yazılsın yine aynı vektördür. Bu durumda 


la) — Ja) 


olur. |a) vektörü |uk) bazında, |a') vektörü |u;) bazında yazılırsa 


n n 
> yaklur) — 3 a lu) 
k—1I i—l 


bulunur. a; için (5.59)'da verilen ifade yerine yazılırsa 


n 
Y Jak luk) 
kzı 


n 


n 
Yİ Sia; ) lu) 
jzl 


i—l 


> p 0) 
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n 
elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafı Şa; |u;) yapısındadır. Buradan 
jzl 


luj) — Y.S ui) > lu) < Sfu') 
izl 


yazılabilir. Bu eşitliğin iki tarafı S— ile soldan çarpılırsa 


Sl ju) -S1S|u) > Ju”) — Sİ lu) (5.60) 
I 


bulunur. Buna göre; eğer S işlemcisi |a) vektörünü |a') vektörüne dönüştürü- 
yorsa, S-! baz vektörlerini dönüştürecektir. 

Şimdi soru şudur: Bir Ja) vektörünü |b) vektörüne dönüştüren bir A 
işlemcisini ele alalım. S dönüşümü Ja) vektörünü |a') vektörüne ve |6) 
vektörünü |9) vektörüne dönüştürüyorsa, acaba A işlemcisi bir A' işlemci- 
sine nasıl dönüşür. Diğer bir ifade ile S dönüşümü altında A işlemcisinin 
dönüşümü nasıldır? Yukarıda söylenenler 


(a) — Sja)>|Ja)—-Sla') 
|) — Sl) >)p) S5 Al) 
b) — Ala), Jp) — K a”) 

AZA 


şeklinde yazılabilir. (b) — Ala) ifadesinde |b) — S-' (6) ve Ja) — S-IJa”) 
yerine yazılırsa 


(b) - Ala) > S-İJ6) — AS-Ila”) 
olur. Bu ifadenin her iki tarafı soldan S ile çarpılırsa 


gil) — Sasa) 
I 


|) — SAS-Ila”) 
olur. Bu |) — A'Ja”) yapısında olduğundan, A' için 
A'— SAS! (5.61) 


bulunur. Bu işlem A üzerinde bir benzerlik dönüşümü olarak isimlendirilir 
ve A', A'ya benzerdir denir. Çünkü işlemciler bu dönüşüm altında benzer- 
liklerini korurlar. Benzerlik dönüşümü altında bir matrisin izi ve determi- 
nantı değişmez: 


detA' 


det (SAS-İ) — det (S) det (A) det (S1) 


det (5) det (A) ) — detA 
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TrA'—Tr(SAS-İ) -Tr(AS-1S) -TrA. 


Ortogonal R ve birimsel U işlemcilerine karşılık gelen dönüşümler için 
ters matrisler sırasıyla RI — RT ve U-! — Ut olduğundan SAS | — 
RAR-İ — AU! çarpımlarını hesaplamak nispeten basitleşir. Bu işlem 
sonunda A matrisi köşegen hale dönüşür. 


Örnek 5.18 A ve U dönüşüm matrisleri 


m Vi 4 ii 
A (33, EEE 1g 2 ) 
olarak veriliyor. 4' — UAU-—! işlemini yaparak 4”nü bulun. 


Çözüm 5.18 U dönüşümünün hermitik eşleniği 


Uİ— Ja ( yi Di : ) olur. UİU çarpımı yapılırsa 


If 2 2 —34i 
İM 
vi ml 2 Me 2 ) 
(LOY; 
alo 14/ Xoıj” 


bulunur. Dolayısıyla U birimseldir ve tersi U-! — Ut olarak alınırsa, AU-! 


için 
e 1 7 3-4 2 d—3 
1 EL de 
ei (ati —1 Mi 2 ) 


ve UAU! için 
8 - payiz 1 ( 2. e 1 ( <6 e) 
14 
UN pi —42 0 — —3 0 
14 0 56 0 4 
bulunur. 


Örnek 5.19 İki boyutlu bir uzayda ortonormal |uı) — ( i ) , İu>2) — 


0 . . / gi 1 —i , a 1 i 
( 1 ) baz vektörleri bir dönüşümle |u;) — WE ( 1 ) , İu2) — Alı 


şeklindeki baz vektörlerine dönüşmüştür. Baz vektörlerini dönüştüren U - 
matrisi bulup ondanda U dönüşümünü elde edin. 
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Çözüm 5.19 Yeni baz vektörleri, eski baz vektörleri cinsinden yazılırsa 
j lr) zo) (1) —i 1 

u,) —— r— pr — —— rp 

lı ilo)talılıaltha) 


0 3(1) <3 (0) (m 

yl 7 VE e e vok yi vel 
bulunur. Baz vektörlerini dönüştüren matris U-— olacağından, |u') — 
Ulu) matris çarpımı biçiminde yazılırsa 


(ali (a) 


bulunur. Buradan 


olarak elde edilir. Baz vektörlerini dönüştüren matris üniter olduğundan 
Uİ—U-İ eşitliği vardır. İki tarafın hermitik eşleniği alınır ve (U DU —U 
olduğu hatırlanırsa 


İnn 1 (iyı fi —i 
Vİ lr 1) salı 1) 
olarak elde edilir.M 


Özdeğer Denklemi 


Artık bir işlemcinin özdeğer denklemine geçebiliriz. Genel olarak bir 
işlemci bir vektörü başka bir vektöre dönüştürüyordu. Özel olarak, bir A 
işlemcisinin sıfırdan farklı bir |z) vektörüne etkisi sonucu 


Alı) —Alz) (5.62) 


şeklinde oluşan denkleme özdeğer denklemi denir. Burada A özdeğer, |z) 
özvektör olarak isimlendirilir. Özdeğer denkleminde bir işlemci bir vek- 
töre etki etmekte ve sonuçta vektör bir skalerle çarpılmış olarak ortaya 
çıkmaktadır. Bu A skalerleri reel veya kompleks olabilir. Bir matrisin 
A özdeğerlerini ve |z) özvektörlerini bulma problemine özdeğer problemi 
denir. Fizikte, özdeğer denkleminin pek çok uygulaması mevcuttur. Bir 
kaçını burada verelim: 
1. Birim işlemcisi için özdeğer denklemi; 


Ile) —Alej), Azl 
2. Parite işlemcisi için özdeğer denklemi; 


P? |y(r)) <A iye), AŞİ 
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3. Lineer momentum işlemcisi için özdeğer denklemi; 


O 
ikiz İla) < Alle), A FAk 
4. Açısal momentum işlemcileri için özdeğer denklemi; 


A2), A YELEK 


AYY, AZzmk 


1 (YE) 
L.|Yf”) 


5. Hamilton işlemcisi için özdeğer denklemi; 


H İhnemlr)) > E İYnemlr)) 


Her lineer işlemci bir matrisle temsil edilebildiğinden, bundan sonra 
özdeğer denklemine matris gösterimi üzerinden devam edeceğiz. 


Bir Matrisin Özdeğer Denklemi 


A bir işlemciye karşılık gelen, n xn boyutlu bir matris, |z) bileşenleri 7; 
olan |z) — (7,72... In)” biçiminde bir sütun matrisi olmak üzere, (5.62) 
ile verilen özdeğer denklemi 


DB (Ağ — 46) 2; 0 (5.63) 


izl j—l 


biçiminde yazılabilir. Sonuç, n bilinmeyenli n tane lineer homojen denk- 
lemden oluşan bir denklem sistemidir: 


i - 1>(4,1—0A)714 42724 413134... 4 AynIn —0 
i — 2 Azı1,4(43—A)124 423134... 4 AznIn—0 


i 3 Azı, * A33134 (433— A)134....4 Aznrn -0 (5.64) 


İİ Z— N> ApıTı 4 An3124 An3134.... 4 (Ann— A) 1, —0 


Bu denklem sistemi matris biçiminde 


Aşı —A Az ... Ayn Tı 
A Ay—A ... Azn I 
(4-0) i)-05 | 2 > | so 
Arı A5 ... Ang Ee A In 
(5.65) 


şeklinde yazılabilir. Burada A skaleri birim matris yardımıyla AJ şeklinde 
yazıldı. |z) # O olmak üzere bu denklemin sağlanması det(A — Al) — 0 
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olmasıyla mümkündür. Bu, (A — AJ) matrisinin satır veya sütunlarının 
lineer bağımlı olduğu anlamına gelir. n xn boyutlu (A4 — Al) matrisinin 
determinantı sıfıra eşitlenirse 


EgN* KAİ ea 2 4 pe, A kc 0 (5.66) 


şeklindeki karakteristik denklem elde edilir. Bu denkleminenaz l, en 
çok n tane ayrık kökü vardır. Özdeğer probleminin birinci amacı bu A 
özdeğerlerini bulmaktır. İkinci amaç ise A; özdeğerlerine karşılık gelen İz“) 
özvektörlerini bulmaktır. Bunun için A'nın her bir değeri (5.65)'te yerine 
yazılır ve elde edilen denklem sistemi çözülür. Böylece |x)) vektörünün 
m j-1,2,...n bileşenleri bulunur. Iz) özvektörleri normalize edilirse, 
ortonormalize bir vektör kümesi elde edilir. Çakışık özdeğerlere karşılık 
gelen |z“)) özvektörleri 
(20 


ortonormalizasyon bağıntısı kullanılarak elde edilebilir. 
Elde edilen ortonormal özvektörler sütun düzeninde yazılarak 


w ,0 MO 


z(0)) — öğ 


“Te İn) 
a ğe (5.67) 
o. zin 
elde edilir. S ve 5) matrisleri yardımı ile 
A'—S-İAS 
işlemi yapılarak A matrisi 
Ar 0 0 
Eğ 88) 
o A 


biçimindeki köşegen A' matris haline getirilebilir. Burada (5.61)'de verilen 
A' — SAS ifadesinden farklı olarak, A' — S-'AS şeklinde olmasına 
dikkat edilmelidir. Bu geçiş S «> S— yazılarak yapılabilir. 


Hermitik bir İşlemcinin Özdeğer Problemi 
Kuantum mekaniğinde karşılaştığımız lineer momentum ve Hamilton 


işlemcisi gibi pek çok işlemci hermitiktir. Hermitik bir işlemcinin özdeğer- 
leri özel bir öneme sahiptir. Çünkü, hermitik bir işlemcinin; 


172 Fizikte Matematik Metodlara Giriş 


i. Özdeğerleri reeldir. 
İspat: H hermitik işlemci için özdeğer denklemi 


H la) —Alz) 


şeklindedir. Bu eşitliğin iki tarafı |) ile skaler çarpılır ve H — Hİ hermitik 
olma özelliği kullanılırsa 


A(ıl ri) —(ı|H 1) — (Az) I) —(Hı|lz)—A'(ılz) 


ele edilir. Bu eşitliğin sağlanması için A — A” olmalıdır. Kompleks eşleniği 
kendisine eşit olan sayı reeldir. 

ü. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özvektörler ortogonaldir. 

İspat: H işlemcisinin A, ve Az özdeğerlerine karşılık gelen iki özvektör 
|z(1)) ve |(2)) olsun. H işlemcinin bu vektörlere etkisi 


a|av) — ale) 
H İz) da İz) 3 (a0) Hİ - ( Htz©)| — (<0) 


şeklinde yazılabilir. Bu denklemlerin birincisini |z(2), ikincisini ise |z()) 
ile skaler çarpıp taraf tarafa çıkarılırsa 


(2) H 20) 3 ( Hiz) 20) — Os) (2) z(0) 
(a) H 240) — (a9) H 20) e (2) z() 
(Az — Az) (29) 20) 


elde edilir. Burada A5 — Az kullanıldı. A, — Az # 0 olduğundan bu eşitliğin 
sağlanması için (z()| z()) — 0 olmalıdır. Bu durum |z(1)) ve |z(2))'nin 
ortogonal olduğunu gösterir. 
ii. Normalize özvektörlerden elde edilen U(— S5) matrisi birimseldir. 
İspat: (2(0| x0)) iç çarpımı açıkça yazılıra 


(a0 
— Yaf) — 1 ij ise 
e k 0, i4#j ise 


bulunur. UİU çarpımı biçimsel olarak 


0 


z0)) ez z1,0) pi az dY) k. 4200) 


z; 0 (0) ız» z() z?) a a(” 

"(2 "(2 "(2 1 2) 
a zi ) ız e zi z$ ii 2” 
aş) x; “e zi) zi) 2 e) 
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olur. Bu matris çarpımı iç çarpımlar cinsinden yazılırsa 


(<0) 20) (a0) 202) (alize) 
— (2) 0) (8) 263) (20) (0) 
) (an) 0) (az) 
ik 0 
Dİ e. 0 
— e 
00... 1 


bulunur. UİU — 1 olduğundan, U birimseldir. Birimsel bir matris için 
U-! — Uİ olduğu hatırlanırsa, A matrisini köşegenleştirmek için 


A'—UTAU 


işlemini yapmak gerekir. Reel simetrik bir matrisin normalize özvektör- 
lerinden yukarıda anlatılan şekilde oluşturulan S matrisinin ortogonal oldu- 
ğunu ve köşegenleştirme işleminin 


A'— RTAR 


yardımı ile yapılabileceğini belirtelim. A ve B sıra değiştirebilen iki matris 
ise, yani (A, B| — 0 ise, A'nın özvektörlerinden oluşturulan 5S matrisi B 
matrisini de indirger. Bu indirgeme sonucunda B köşegen hale gelmeyebilir. 


İzdüşüm İşlemcileri ile Özvektörler Arasındaki İlişki 


Bir A matrisinin özdeğerleri A; ve ortonormalize özvektörleri |x<) ol- 
mak üzere, izdüşüm işlemcilerinin matris temsili 


RE İz) (a0) 


(5.69) 


dış çarpım yardımı ile verilir. Matris çarpımı verilirken buna direk yada 
tensör çarpımı denmişti. Tüm projeksiyonlar için 


YAZI (5.70) 
eşitliği vardır. A matrisi FP; ve A; cinsinden 
A—Y MP (5.71) 


olarak yazılabilir. 
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3 —-2 0 
Örnek 5.20 A — | —2 3 0 ) matrisinin a) tüm özdeğer ve özvek- 
0 0 3 


törlerini bulun. b) Özvektörler yardımıyla A matrisini köşegenleştirin. c) 
detA — det4' ve TrA— TrA' olduğunu gösterin. 
Çözüm 5.20 a) det(A — Al) — 0 işleri yapılırsa 


3—A —2 0 
det(A— Al) — det —2 3-—A 0 —0 


0 O 3—A 
(3— A)(3—A)7 42(-2(3—0)| 
(3—A)(A2—6A #5) 
(3—A)(A—1)(A—5) -0 


özdeğerler A, —1,A2—3, A3 —5 olarak bulunur. Bu örnekte tüm özdeğer- 
ler ayrıktır. Kolaylık açısından |) — (7,y, 2) alınarak, özvektörleri bu- 
lalım: A; —1 için; 


2 —2 0 r 21 — 2y—0 (1) 
—2 2 0 y |İz0> —2r42y-—0 (2) 
0 0 2 z 2-0 (3) 


şeklinde üç denklem ele edilir. Bu üç denklemden 


()—> y-ı 
(0) > yr 
(3)> z-—0 


z —Oolurken, z ve yiçin bağıl çözümler elde edilir. Burada sonsuz çözüm 
vardır. k bir sabit olmak üzere, z — k dersek, y — k olur. Böylece), — 1'e 
karşılık gelen özvektör |1()) — (k, k, 0) olur. |z(1)) normlanırsa 

N? — (20) 200) 2 462 — 242 Ni — v3 


bulunur. Normalize İz) özvektörü 


olur. Az — 3 için; 


0 -2 0 I —2y—0 (1) 
-2 0 0 y 1—0> —21-—0 (2) 
vu a ü z 07 *0y-4-0z—0 (3) 
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şeklinde üç denklem ele edilir. Bu üç denklemden 


()> y—0 
(2)> 1-0 
(3)> z—k 


r—yz—0Oolur. z keyfi bir sabittir. Bu sabite k denirse, Az — 3'e karşılık 
gelen özvektör İz 2) — (0,0,k) olur. iz 9) normlanırsa 


Nİ) — (9) 20) Nak 


bulunur. Böylece normalize (2) özvektörü 


0 
2) Si 
İz ) (0,0, 1) | | 


bulunur. Son olarak Ag — 5 için; 


—2 —2 0 I —21—2y-—0 (1) 

—2 —2 0 y | 0> —21—2y-—0 (2) 

0 0 —2 Z — 22-0 (3) 
şeklindeki denklemlerden 


()> y-—ı 
(2)> y—-r 
(34> 2-0 


z—Oolurken, z ve y için bağıl çözümler elde edilir. Burada da sonsuz tane 

çözüm vardır. k bir sabit olmak üzere, z — k dersek, y— —k olur. Böylece 

A3 — 5'e karşılık gelen özvektör |z(9)) — (k,—k,0) olur. |z(5)) normlanırsa 
N? — (209) z() —k24(<k —2R > Nızkv2 


bulunur. Normalize İz 9) özvektörü 


(3) 


olarak elde edilir. 
b) Özvektörler sütun düzeninde yazılırsa 


deg 
Wi, 
O 1 0 
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bulunur. Özvektörlerin yazılış sırası önemli değildir. STS çarpımı yapılırsa 


0 a9 a 
ag — 0 0 1 zo -i 
Gr vi Vi 
a iü 
1 1 1 1 1 1 1 1 
aataXa ' a*atacyi 
1 1 1 1 1 1 1 1 
axatCm*xa * a*atcme) 
1 0 0 
— Oo 10j)—1 
0 01 


bulunur. STS — J şartını sağladığından S matrisi ortogonaldir. Bu yüz- 


den onu R ile gösterelim. A matrisini köşegenleştirmek için RT AR işlemi 
yapılırsa 


1 1 1 5 
3 -?0 Y 0 4 0 İş 
o 0 3 oi dd 0 3 0 
1 1 1 5 
a yg e 100 
A —RTAR-| 0 0 1 ii 0 > İzlo40 
1 2 v2 
a 50 0 3 0 005 
bulunur. 


c) detA ve detA' hesaplanırsa 


3 —2 0 
detA—detl —2 3 0 


0 0 3 


1 0 0 
sas inf 3 0 )sirünözin 


00 5 


Jsao-oszc-m-a-i-i 


bulunur. A ve A' matrislerinin izi hesaplanırma T74—34343 —9 


ve TrA' — 14345 — 9 bulunur. Benzerlik dönüşümü altında A ve 4' 
matrislerinin determinantları ve izleri korunmuştur. 


3 —2 0 
Örnek 5.21 B — | —2 3 0 ) simetrik matrisini özvektörleri yardı- 
O 0 5 


mıyla köşegenleştirin. 
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Çözüm 5.21 det(B — Al) — O işlemi yapılırsa 


3—A —2 0 
det —2 3-A 0 —0 
0 0 5—A 


- 5-İ) (8- a)? 4) 
(5— A) (A2 —6A #5) 
— (S5-A(A-1)(A-5) 0 


det(A — AT) 


özdeğerler A, — 1, Az — Ag — 5 olarak bulunur. Bu örnekte iki kök çakışık- 
tır. Özvektörlerden ikisi, örneğin |z(1)) ve |z(2) için bir önceki örnekteki 
gibi işlem yapılırsa; A, — 1 ve Az — 5 için sırasıyla 


oy 1 i oy. 1 i 
İz )-3 o İz 3 pe 


bulunur. Üçüncü özvektörün bileşenleri |z(3)) — (z, y, 2) olsun. (x(9)| z(2)) — 
(19)| x()) — 0 diklik ve (2(9)| z(9) — 1 normelizasyon şartı kullanılırsa 


(a 920) — ( y dali sere (1) 
2 2 


0 
(a9) 0) -( yE - 2 İyi 
(ev) k ag” y) <0 (2) 


(1) ve (2) denklemlerinden z — y — O bulunur. z — k keyfi bir sabittir. 
Böylece (<9) — (0,0,k) normlanırsa 


18) 


elde edilir. R ortogonal matrisi ve transpozu 


1 1 1 1 
0 0 1 0 0 


Rh Oo © 
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olur. Köşegen B' matrisi 


NE 

- 5 a * 3 -20 

R'BR— 3 a ' — 3 0 
1 


a 


bulunur. 


3 —2 0 31 1 
Örnek 5.22 B — —2 3 0 ve A — Ii 3 —l matris- 


0 0 5 ı —1 3 
leri veriliyor. a) A ve B matrislerinin sıra değiştirdiğini gösterin. b) B 
matrisinin özvektörleri ile A matrisini indirgeyin. 
Çözüm 5.22a) AB ve BA çarpımları yapılırsa 


3? 1 1 3 —2 0 T —3 5 
m (1 3 a)(e 3 )-(3 7 3) 
E. —i 5 O 0 5 5 —5 15 
3 —2 0 3 1 1 T —3 5 
m- (7 3 İli 3 4)-(3 7 3) 
O 0 5 1 -1 3 9 —ö 15 


Buna görç A ve B matrislerinin komütasyonu |4, B| — AB— BA—0'dır. 
Bu matrisler için çarpım sırası önemli değildir. B matrisinin normalize 
özvektörleri bir önceki örnekte bulunmuştu. Bu özvektörleri kullanarak A 
matrisi için benzerlik dönüşümü uygulanırsa 


B' 


1 1 1 1 
za -İ z -5 0 3 1 ir 
0 © ii el» 8 0 0 1 
4 0 O 
«(az a) 
o v2 3 


bulunur. Hem A hem de A' matrisinin aynı A, — 4,45 — 4, Ag — 1 
özdeğerlerine sahip olduğu test edilebilir. Ayrıca detA — detA' — 16 ve 
TrA—TrA'—9'dur. 

Örnek 5.23 A — ; vi ) matrisinin özdeğerlerini ve ortonormalize 


özvektörlerini bulun. 
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Çözüm 5.23 det(A — Al) — O denklemi çözülürse 


DE Nİ 
det | i e) 


(<A) — ()(i) A2 1-0 


det(A — Al) 


A —I, Az —1 bulunur. (A4— Al) |z) — O özvektör denklemi A, — —1 için 


çözülürse 
ıl —i e z—iy—0O (1) 
e e 
elde edilir. (1), ? ile çarpılırsa (2), (2) -i ile çarpılırsa (1) elde edilir. Yani 
(1) ve (2) bağıl çözüme sahiptir. (2)'den y — —iz olur. Buna göre birinci 


özvektör 
)-( 2) 


olur. |) normlanırsa 


N? > (20) (0) ( iz) z ) <a 2115 Mi 2v8 


—ir 


e) (1) 


olur. Burada iç çarpım yapılırken |) sütun matrisinin satır matrisi 
olarak yazıldığına ve i — —; kompleks eşlenik işlemi yapıldığına dikkat 
edelim. Az — 1 için benzer çözümler yapılırsa 


“-4(i) 
bulunur. 


Örnek 5.24 |) — 4 > ) ve |) — vE ( : ) ortonormal 


özvektörlerini kullanarak projeksiyon matrislerini bulun ve özvektörleri |) 
ve |) olan A matrisini elde edin. 

Çözüm 5.24 |z(1)) ve |z(2)) iki boyutlu olduklarından, bu baz vektör- 
lerinin gerdiği uzay iki boyutlu bir kompleks uzaydır. Dolayısıyla iki tane 
projeksiyon matrisi bulunabilir: 


el li e) 
Be 0) (a9) (5) zi 1-5 ri? 
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Bunlar P, ve P> izdüşüm işlemcilerinin matris temsilleridir. P, 4 P» toplamı 
yapılırsa 


71 i$ ayy Ig 1 0 
RAR-3( 1)*5(i  )-3(5 ll 1 )-7 


bulunur. Şimdi A matrisi Aj, Aş, P, ve P; cinsinden hesaplanırsa 


2 
1 1 i 1/1 —i 
A — YOMRA sa ix5( 1 )six3(i 1 ) 
, — 
1 i 1 i ; 
—35 —5 5 —3 0 —i 
— 2 2 2 — 
çeki Ji e) 
bulunur. 


O —i 0 
Örnek 5.25 A—|(i O O hermitik matrisin a) tüm özdeğer ve 
0 0 0 
özvektörleri bulun. b) Ortonormalize özvektörlerden oluşturulan U mat- 
risinin birimsel olduğunu gösterin ve tersini bulun. 
Çözüm 5.25a) Özdeğerler için işlem yapılırsa 


O—-A —i 0 
det i O—-A 0 —0 
0 O O—A 


(AYA)? Ki(—1A) 0 
—A3 KA>-A(A2—1) -0 


det(A — Al) 


Aı >—I1,A3—1,A3 —0 olarak bulunur. Özvektörler aşağıdaki gibidir: 
A, — —I için 


1 —i 0 b r—iy-0 (1) 
( 1 fs )so> iz*y-0 (2 
0 01 z z-0 (3) 


olur. Bu üç denklemden 


(1) iy 
()> y——iz 
(3) > — 0 


sonucuna varılır. z — O olurken, (1) ve (2) bağıl çözümler verir. (1Yden 
z — iy olarak alınırsa A, — —I'e karşılık gelen özvektör |z()) — (iy, y, 0) 
olur. |z€)) normlanırsa 


iy 
N$ — (210) 20) < ( —iy y 9) : —2y>Nı-yv2 
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bulunur. Normalize (x() özvektörü 


Li İİ in 
0) -(—,— 0) -— jı 
e) (> 59) Nİ 
olur. Az —1 için 


—l & O IT —z—iy—0 (1) 
| i —I O NE )se> irz—y—0 (2) 
0 0 —1 z -z-0 (3) 


olur. Bu denklemlerden 


(2)> yiz 
3)> 2-0 
elde edilir. z — O olurken, (1)'den x — —iy olarak alınırsa Aş — 1'e karşılık 


gelen özvektör |z(9) — (—iy,y, O) olur. |z() normlanırsa 


kali) 


bulunur. Son olarak Ag — O için 


0 — 0 gi —iy—0 (1) 
i 0 0 y | -0> iz 0 (2) 
0 0 0 z 07 * 0y-4- 0z—0 (3) 


olur. Bu denklemlerden 


(0)> y—0 
(2)> 1-0 
(3) > z—k 


I—y-—0Oolmaktadır. Eğer z — 0 seçilirse özvektör 0 olur. Aşikar olmayan 
çözüm için z # 0 olan keyfi bir sabit olmak zorundadır. Ag — 0'a karşılık 
gelen özvektör a) — (0,0, k) olur. |x(9)) normlanırsa 


0 
(3)) e 
İz») (0,0,1) (5) 
elde edilir. 


b) Özvektörler sütun düzeninde yazılırsa, U matrisi 
A 

U-)| - 0 
2 A 
0 0 1 
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olur. UİU çarpımı yapılırsa 


-5 a 0 i —z 
> ( iy 0 p y? 0 
U 4 5 

0 0 1 0 0 1 


ti 1 
VU —U'—-| 5 z 0OJN 
O 0 1 


Eylemsizlik Momenti ve Asal Eksenler 
Karetezyen koordinatlarda, n parçacıktan oluşan katı bir cismin toplam 


açısal momentum vektörüL —(L,,L,,L,), açısal hız vektörü w —(W:,Wy,Wz) 
cinsinden 


— L; Irz Izy İzz Wz 
L—Iw> L, — Iyz Tyy Iyz Wy (5.72) 
L, Iz İzy İzz Wz 


olarak verilir. Burada eylemsizlik momenti tensörü olarak isimlendirilir. 
9 bileşenli simetrik bir tensördür. Eylemsizlik tensörünün bileşenleri 


n n — 
Izz — Ymilr? ii 12), Izy — —Y miziyi, Iz; >> —Y mizizi 
miş izl izl 
n n 
İye — İzy, Tw“ Yimilr? — Yy), Iyz — —Y miyizi 
izl izl 


n 
İzr — Izz, I:y — İyz, Iz — ) milr? 5 2) 
i—l 


ifadeleri kullanılarak hesaplanır. Burada Mi, 1. parçacığın kütlesi, r; — 
(Ti;Yyi, 2),  parcağın konum vektörüdür. / matrisi reel ve simetriktir. 
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Özvektörler asal eksenleri gösterir ve özvektörler sütun düzeninde yazarak 
oluşturulan matris ortogonaldir. 


İ—R'İR 


dönüşümü yapılırsa İ matrisi köşegen hale gelir. Bu durumda (5.72) ile 


verilen denklem 
L; TI bie 0 0 Wr 
Ly — 0 iy 0 wy (5.73) 
L; 0 o I;, Wz 


şeklinde basitleşir ve açısal momentum vektörü L, w açısal hız vektörüne 
paralel olur. 


Örnek 5.26 


Şekil 5.4 Üç parçacıklı bir katı cisim 


Şekil 5.4'te görüldüğü gibi kartezyen koordinat sisteminde A(1,1, 0) metre 
noktasına mı, B(0,1,1) metre noktasına mz ve C(1,0, 1) metre noktasına 
m3 kütleleri konulmuş ve kütlesi ihmal edilebilen çubuklarla birbirlerine 
bağlanarak bir katı cisim oluşturulmuştur. a) Sistemin eylemsizlik moment 
tensörünü bulun / ? b) mı—mş — ma — Il kg için | matrisinintüm 
özdeğerlerini ve özvektörlerini bulunuz. c) I eylemsizlik momenti matrisini 
köşegenleştirin. 

Çözüm 5.26a) A noktasının koordinatları 7, —1,yı —1,z2ı—0,B 
noktasının koordinatları 72—0,y5—1,z275—1, C noktasının koordinatları 
13-1, y3-—0, 23 — 1 olduğundan, konum vektörleri sırasıyla r,— 1-4), 
r>—j-4kver3-i-4 kolur. Buna görer? — r3 —r3— 2 bulunur. Eylem- 
sizlik tensörünün bileşenleri; 


İzz 


3 
Ymilr? — zi?) — mı(ri > zi) t melr3 — 12) * m3lr3 — 13) 
i—l 


mı (2—1)-4-m2(2—0)4*-m3(2—1)—7nı4*-2m34m3 
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3 
Izy > —Y miziyi — —(mızıyı * M212y2 * Ma3T3y3) > mı 
izl 
3 
Iz, — —Y Jmizizi — — (Mızızı 4 M31323 * M31323) — —m3 


i—l 


3 
D milri — yi) > malri — yi) 4 ma(r? — y2) 4 malr3 — yö) 


Iyy > 
izl 
— mı(2—1)4mn2(2—1)4-m3(2—0)—mı*m34 2m3 
3 
Iyz — —Y miyizi — — (mıyızı * Mz2y222 * M3y3z3) — —M3 
i—l 
n 
laz > Y zmir — 2) — mar? — 28) 4 mağ — 28) 4 mar — 23) 
izl 


mı (2— 0)-4-m2(2— 1)-4-m3(2— 1) —2m,4-m34*m3 
Iyı —Izy— —Mı, İzz — Izz — —m3, Izy — Iyz — —m2 


olarak hesaplanır. Buna göre eylemsizlik momenti tensörü 


e İzz Izy İzz 
z Iyz İyy İyz 
Izz ILy Izz 
Mı * 2m * m3 —mı —m3 
— —mı mı - mz * 2m3 —m2g 
—m3 —m3 2mı * m3 * m3 
bulunur. 


b) mı —m3—m3 —1l kg değerleri yerine yazılırsa 


V 4 —1 —1 
7-| 14 -ı 
—-1 —1 4 


matrisi elde edilir. Bu matrisin özdeğerleri için işlem yapılırsa 


e < 
det (7 - A1) AE e > 


— 4x) (4-2-1) - (0) x1- (4-4) — 1 
*(-1) x(14(4—A)| 
— —N3412A2 — 45A 4-50 —0 
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A, 2, Az — Ag — 5 bulunur. Sistem iki kat dejeneredir. Yani iki asal 
eksene karşılık eylemsizilik momenti aynı olmaktadır: Az — A3 — 5. Özvek- 
törler A, — 2 için; 


2 —1 —1 a 22—y—2—0 (1) 

— 2 —I y | 05 —-z42y-z2-0 (2) 
—1ı -—1 2 z —z—y*2z7-—0 ( 

Iı —yz— 3 l için denklemler sağlanır. Böylece A, — 2'e karşılık gelen 


normalize özvektör 
1 
1 
Le 9 A 
r — 1 
ali) 
olur. Az — 5 için; 


—1 —1I —I I —r—y—z2:—0 (1) 
—1 —I ai )se- —z—y—z2:-—0 (2) 
—1 —1 —1 z —r—y—z2-0 (3) 


olur. Her üç denklem de aynıdır. Buradan z — —z — y yazılabilir. ız — 1 
ve y — —l1 seçilirse z — O olur. Az — 9'e karşılık gelen |x() normalize 


özvektör 
1 1 
04 (ai 
İz ) v2 9 


bulunur. (1(9)| (0) — (z(9)| x(2)) — 0 dik olma ve (1“)| 2) — 1 nor- 
malizasyon şartları kullanılırsa 


(3) 1 
TI —— 1 


bulunur. | 9 Y'yi bulurken şüphesiz y — —r—zveyar——y—z gibi 
denklemler yazılabilir ve 7, y, z'nin farklı seçimleri yapılabilir. Bu farklı 
seçimler, farklı özvektörlere dolayısıyla farklı asal eksenlere götürür. Bu da 
farklı asal eksen kümelerinin varlığına işaret eder. 

c) Özvektörleri sütun düzeninde yazarak R ortogonal matrisi 


ae -E 1 
VE 
R— ek, 
a > 
olarak elde edilir. R matrisin tersi Rl — RT olduğundan, I matrisi 


1 1 1 2 5 
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ER ala A 
Mek eg 2 p —Lb 
Sw İN v8 
e 


2.00 
0 5 0 
00 5 


şeklinde indirgenir. (0) vektörünün, mı, mz ve ma kütlelerinin içinde 
olduğu düzlemin normali ile aynı olduğunu belirtmekte yarar var. 


Birleşik Yay-Kütle Sistemlerinin Titreşimleri: Normal 
Modlar 


Sürtünmesiz bir zeminde iki veya daha fazla kütleyi yaylarla birbirine 
bağlayarak elde edilen birleşik bir sisteme ait titreşim modlarını elde et- 
mek istiyoruz. Basitlik açısından sistemin bir boyutta, örneğin z ekseni 
boyunca titreştiğini ve yay kütlelerinin, titreşen kütlelere göre küçük kalıp 
ihmal edildiğini varsayalım. Böyle bir problem, özdeğer problemi olarak ele 
alınabilir. Bunu bir örnekle izah edelim. 


Örnek 5.27 Şekil 5.5'te verilen yay-kütle sisteminin titreşim modlarını 
bulun. 


Şekil 5.5 İki kütle üç yay sistemi 


Çözüm 5.27 Şekil 5.5'te görüldüğü gibi denge konumuna göre mı 
kütlesi 1, mz kütlesi ise r> kadar yerdeğiştirmiş olsun. Her bir kütle için 
Newton'un hareket kanunundan yararlanarak hareket denklemleri yazılırsa 


dı ii 

Mz —-— MıT,| — —kızı zi ka(rı SE 12) 
dı, şik 

MZ ma13 — —ka(12 — zı) — karz 


elde edilir. Bu denklemler 1, ve 72'ye göre düzenlenirse 


kı*k k 
mı mı 


” k k)*-k 
22 — — zı 5 e a Bİ 
mz mz 


Iı Iz? 
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bulunur. Burada titreşen kütlelerin ortak w frekanslarını bulmak istiyoruz. 
Bu frekanslara normal modlar denir. Sistemin serbestlik derecesine bağlı 
olarak oluşan modların sayısı bulunabilir. Örneğimizde her bir kütle sadece 
z boyunca hareket ettiğine göre serbestlik derecesi 1'dir. Ancak iki kütle 
için bu sayı 2'dir. Yani 2 tane titreşim modu bulunabilir. Kütlere bağlı 
yayların boylarındaki değişim yani, genliklerinin zamanla değişimi 


Iı —Tgeİ,1—1,2 


olarak verilebilir. Burada 7;0, # — O anındaki genliklerdir. Zamana göre 
ikinci türevleri alınırsa 


Iİ) < —wlzyget — —w2rj 


3 — —ulrei — -wr, 
özdeğer denklemleri elde edilir. Z, ve Z daha önce verilen denklemlerde 
yerine konur ve düzenlenirse 


k k 
EE a ka) di Lğ Ni | 2 | ie a —0 
mı mı mı Mı 
k 
A e ör e z | 0 
mz mz mz mz 


elde edilir. w? — A alarak bu özdeğer denklemleri matris biçiminde yazılırsa 


(kıtk2) yi ok ği 
mı mı 1 —0 
— kı (katka) Xx ( TI? ) 
mz 


mz 


olur. Buradan A özdeğerleri bulunabilir. Ancak problemi basitleştirmek 
için kı —k3—ka3—kvem,ı—m3 —m özel durumu ele alınırsa 


ZA, ei 4k 3k? 


m m 


bulunur. Özdeğerler A, — E ve Az — 3k olarak bulunur. Titreşim frekansları 


Ar — ik ye a 
LU) m 

Az — yz > 
m 
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bulunur. Bu denklemlerden zı, — 77 — 1 ve normalize özvektör 


m) 301) 


olarak elde edilir. Aş — 3k için ise 
k k k 
> Tı —E (714 13) 0 (1) 
—0> 
İz İl) —E (21 4 23) 0 (2) 


elde edilir. Bu denklemlerden z> — —ı, —1 ve normalize özvektör 


m) 3(A) 


olarak bulunur. Öyleyse sistem iki özgün frekansta titreşebilir. Birincisi 
wW— NE frekanslı simetrik salınımdır. m; ve mz kütleleri aynı anda 47 
yönünde veya aynı anda —z yönünde eşit miktarda yerdeğiştirecek şekilde 
titreşmektedir(Şekil 5.6a). İkincisi ise daha yüksek w — ye frekanslı anti 
simetrik salınımdır. mı, 4*z yönünde yerdeğiştirirken mz, —z yönünde 


veya mz, 4-1 yönünde yerdeğiştirirken mı, —z yönünde eşit miktarda yer 
değiştirmektedir(Şekil 5.6b). 


-© —© -0 © — 


Şekil 5.6a Simetrik mod Şekil 5.6b Anti simetrik mod 


Sistemin bu titreşim modlarından hangisinde titreşeceğini başlangıç koşulları 
belirler. 


Örnek 5.28 Şekil 5. 7'te verilen yay-kütle sisteminin titreşim modlarını 


bulun. 
: L4 i Z2 i I3 
ı—>5 —3 —3 
- kı z ka - y 
O-ww6-xw© 
M4 M2 M3 


Şekil 5.7 Üç kütle iki yay sistemi 


Çözüm 5.28 Şekil 5.7'te görüldüğü gibi denge konumuna göre mı 
kütlesi z,, mz kütlesi ız ve mg kütlesi z3 kadar yerdeğiştirmiş olsun. 
Hareket denklemleri yazılırsa 


dr, 


ge — Mİ, — —kı(zı > 12) 


mı 


Bölüm 5 Lineer Vektör Uzayları ve Lineer İşlemciler 189 


Ma — ma72 — —kı(12 — rı) — ka(12— 73) 
dı - 
Ma — mgig — —ka(I3— 12) 


Bu denklemler 7, 72 ve 13'e göre düzenlenirse 


kı kı 
Tı ——W 1, — ———Iı1 — 13 
mı mı 
2 kı (kı # ka ka 
I2— —W I3 — — Iı — a le) $ —I3 
m2 m2 
2 k; 
I3— —w?13 — —ı3 - — 3 
m3 


olarak elde edilir. k, — ka; —kvem, —m3—m3 — m özel durumu için bu 
özdeğer denklemi 


& — —E 0 ZI 
m m 
k 2k k — 
0 m m 73 
durumuna indirgenir. Bu denklemin çözülmesiyle özdeğerler ve özvektörler 


1 
Ar 20 w, —0, 11-77-13 İz) — | ) 
| 


1 
a —-Esw-yE, azan sk) | 0 ) 
—1 


1 
Ma ug mi 13 —Irı, 23 ——572 İz) - | 2) 


olarak elde edilir. 


y 6> 6> ©” 
v6> 6 —© 
uv 6—--© ©» 


Şekil 5.8 Üç kütle sisteminin titreşim modları 
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Bu örnekte üç özdeğer elde edilmiştir. w, — 0 özdeğerine karşılık ge- 
len durum bir titreşim hareketi değildir. Her üç kütle eşit miktarda 4-7 
yönünde/veya —z yönünde) yer değiştirmekte yani ötelenmektedir(Şekil 


5.Ba). Bu durumda yaylarda oluşan net kuvvet sıfırdır. w> — / k frekanslı 
titreşimde ise ortadaki kütle sabit kalırken diğer iki kütle antisimetrik hare- 
ket yapmaktadır. Yani mı ve m3 kütleleri, durgun mz kütlesine eşit mik- 


tarda yaklaşmakta veya uzaklaşmaktadır(Şekil 5.8b). wa — YE frekanslı 
üçüncü modda ise mz kütlesi —r yönünde 2 birim yerdeğiştirirken, mı ve 
m3 kütleleri bunun tersi -z yönünde (er birim yer değiştirmektedir(Şekil 
5.8c). Yada bunun tersine mz kütlesi z yönünde 2 birim yerdeğiştirirken, 
mı ve mg kütleleri —z yönünde Ver birim yer değiştirmektedir. 


BÖLÜM SONU PROBLEMLERİ 


5.1 Dört boyutlu vektör uzayında a, — (1,2,—1,3), a3 —(2,4,1,—2) 
ve a3 — (3,6,3, —7) vektörleri veriliyor. Temel satır işlemlerini yaparak 
lineer bağımsız vektörlerin sayısını bulun. 


120 1/3 
İpucu: İndirgenmiş matris | 0 O 1 —8/3 |. 
0 0 0 0 


5.2 Üç boyutlu vektör uzayında verilen a, — (1,1,1), az — (2,1,—1) 
vea&3—(—1,1,5) vektörlerin lineer bağımlı olduklarını gösterin ve o,aj * 
az87 * azaz — 0 eşitliğini sağlayan o,, &> ve a3 sabitlerini bulun. 


5.3 Gram-Schmidt metodu yardımıyla a, —(1,1,0), az —(1,0,1) ve 
a3 — (0,1, 1) lineer bağımsız vektörlerden ortonormal bir vektör kümesi 
elde edin. 


5.4 (0, oo) aralığında tanımlı fı(7) — e, fs(1) — e-” ve f3(1) — 
e 3 fonksiyonları veriliyor. Bu fonksiyonların lineer bağımsız olduklarını 
gösterdikten sonra Gram-Schmidt metodu ile ortonormal bir fonksiyon ailesi 
elde ediniz. 

5.5 fn(7)—-1”n—0,1,2 0<71< oo fonksiyonları ve w 7) — ze-” 
ağırlık fonksiyonunu kullanarak ortonormal ö,(7), #>(7) ve ö;(7) fonksi- 


oo 
yonlarını elde edin. Gerektiğinde (1”e-?dz — m! integralini kullanın. 
O 
Cevap: #,(1) —1, (1) — a (7—2), ga(1) — 55 (12 —6x 46). 
5.6 |—7, 47) aralığında tanımlı fı(z) — 1, f2(7) — Sin?r ve f3(1) — 


Cos?z fonksiyonları veriliyor. Bu fonksiyonların lineer bağımsız olup ol- 
madıklarını gösterin. 
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5.7 İki boyutlu kartezyen koordinatlarda bir vektörü saat ibresi ter- 
sine 9, kadar döndüren işlemcinin matris temsili R(0,), 02 kadar döndüren 
işlemcinin matris temsili R(42) olsun. Bu vektörü bir defada (0, - 92) kadar 
döndüren işlemcinin matris temsili için R(9, * 42) — R(0,)R(02) olduğunu 
gösterin. 


5.8 Üç boyutlu Öklid uzayında bir vektörü 7 ekseni etrafında pozitif 9 
kadar döndüren işlemcinin matris temsilini bulun. 


5.9 Bir T dönüşümü Ja) — (7,y, 2) vektörüne etki ederek aynı bazda 
b) — (742y—2,y*z2,14 y— 22) vektörüne dönüştürüyor. Bu dönüşümün 
matris temsilini bulunuz. 


5.10 Üç boyutlu Öklid uzayında P parite işlemcisinin |r) yer vektörüne 


etkisi 
rna )-( 3) 
z —z 


şeklindedir. P işlemcisinin matris temsilini bulunuz. İpucu: P matrisi 
—1 ile ilişkidir. 


5.11 Aşağıda verilen işlemcilerin lineer olup olmadıklarını bulun. 
a) O e in W(7) fonksiyonuna etkisi: OY(z) — 5W(1) *-z 
b) A- İ, tiz 


ii 1 3 
5.12 A— | ı 1 —3 ) matrisinin özdeğer ve özvektörlerini bulun. 
3 —3 —3 


Cevap: Ar— 6, Az — 3, Ag —2. |z<)) Z (Ss -Ip -2) 
A 


0 
v2 ) matrisinin özdeğerlerini bulun. 
0 


4 i 1 

5.14 H— | —i 6 —i ) matrisinin özdeğer ve özvektörlerini bulun. 
1 i 4 

Cevap: A1 7, A3 4, A3 —3. Ez (öz) 

İz) — (Ss İz i) İz) — (3 0,4). 
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5.15 Kartezyen koordinat sisteminde A(1, 1,1) metre noktasına m, — 1 
kg, B(—1,—1,—1) metre noktasına mz — 1 kg kütleleri konulmuş ve çok 
hafifbir çubuklla birbirlerine bağlanarak bir katı cisim oluşturulmuştur. 
a) Eylemsizlik momenti tensörünü bulun I—? b) I eylemsizlik momenti 
matrisini köşegenleştirerek asal eksenleri elde edin. 


5.16 Şekil 5.9'da verilen birleşik yay-kütle sisteminin titreşim modlarını 
bulun. 


Şekil 5.9 İki kütle iki yay sistemi 


5.17 L. açısal momentum merdiven işlemcisinin |im) fonksiyonuna et- 


kisi 
Lı Jim) — VI(141)— mm * kilim #1) 


şeklindedir. / — 1 ve m — 1,0,—1 değerlerine karşılık gelen (11), |10) 
ve |1 — 1) ortonormalize fonksiyonları kullanarak L., işlemcisinin matris 
temsilini bulun. 


BAZI ÖZEL FONKSİYONLAR 


ve ORTOGONAL POLİNOMLAR 


Bu bölümde; Gama, Beta ve Hata fonksiyonlarını verdikten sonra, Fi- 
ziğin bir çok alanında sıkça karşılaşılan Hermite, Legendre, Laguerre poli- 
nomları ile Bessel fonksiyonlarını detaylarıyla ele alacağız. 


6.1 Garna Fonksiyonu 


Bu kesimde, Gama fonksiyonu olarak isimlendirilen 
oo 
In) — Jeeat, n>0 (6.1) 
o 
biçimindeki integrali ele alalım. Şimdilik, n pozitif bir tam sayı olsun. 
Gama integralleri, hidrojen benzeri atomların dalga fonksiyonlarını norm- 


larken veya istatistik dağılımlarıyla ilgilenirken karşımıza çıkar. n — 1 için 
(6.1) integrali hesaplanırsa 


oo 
Jea ii ee. — —bimp we 14e!—-041—1 
o 


a? 
— 

ça 
hi 

ıl 


bulunur. n* 1 için Gama fonksiyonu 
oo 
(741) — J eİdt 
o 


yazılabilir. Bu integrali kısmi integral yöntemiyle çözmek istiyoruz. u —?” 
vedu-— edt olarak alınırsa 


u-”>du—nt"İdt 
du—e'd—>v——e- 


olur. Buna göre 


(e o) 
M(n #1) — Jveat — uv — J odu 


0 


(ei 
— —"e Jp #n J #le-dt 
o o 
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elde edilir. Burada /fim; .co€ '—0 ve (im; ot” —0 olduğundan birinci terim 
sıfır olur. İkinci integral I(r) olduğundan 


(04-1) —nT(n) (6.2) 
yazılabilir. Bu tekrarlama bağıntısıdır. (6.2) eşitliği kullanılarak 
141) —1r(2)—-1r(1)—-11—1! 
m 
4)-31(3)—3.2! —3! 
)>41(4)—4.3!—4! 


Il 
BW NR 


rr 
Ir 
Ir 


a 2 3 3 


15 
elde edilir. Böyle devam edilirse, pozitif tam sayılı Gama için 
T(n4*- 1) —n(n—1)(n—2)...(2)(1)—n! (6.3) 


sonucu elde edilir. 7! nedeniyle faktöriyel fonksiyonu olarak adlandırılır. 
Bu şekilde tüm pozitif tamsayılar için Gama integrali hesaplanabilir. Ar- 
tan n değerlerinde Gama integralinin değeri çok hızlı bir biçimde artar. 
n > oo için, İ(n) — oo 'a gider. Pozitif tam sayılardan sonra kesirli 
sayılar için Gama integralini hesaplamak istiyoruz. Bunun için n yerine £ 
yazmak Aleti, Artıkz,0 << oo aralığında her değeri alabilir. Bu 
aşamada 1 3, 33 2... gibi yarım tam sayıları için Gama fonksiyonunu bulmak 
istersek ne yapmalıyız. Yukarıda T(1)'den başlayarak diğer tamsayılar için 
bir tekrarlama bağıntısı bulunmuştu. Acaba yarım tam sayılı T(2)'i bulmak 
için 7 — 3 başlangıç değeri olarak seçilebilir mi? Cevap evettir. T(7) 


oo 
(1) — Jeeat, 0<ı< 
o 


şeklinde yazılabilir. z — 3 için 


oo 
Tr (6) EB Jedi 
o 


olur. Burada u — 13 değişken değişikliği yapılırsa 
1 Du, İl dk 
uzti>—>t—u ve > 2dt—du—>t 2dt —2du 
olur. İntegralin sınırları aynı kalır. Buna göre 


T Ğ) — 2Je“'du 


0 
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oo 


bulunur. / — J edu diyelim. Bu integralde u değişkeni yerine r veya y 


0 
yazılırsa integralin sonucu değişmez. 


(e ©) (e ©) 
ŞE J e-“dr, I— ; e-V'dy 
(0) (0) 


Buradaki z ve y kartezyen koordinatların pozitif değerleridir. Bu iki integral 
çarpılırsa 


yüzey integrali elde edilir. İntegral O <z<oove0<yz<ooile sınırlanan 
bölge üzerindendir. Bu integral kutupsal koordinatlarda kolayca çözülür. 
Bunun için z — rCos0 ve y — rSin4 denirse, 124 y? —r? olur. drdy'in 
kartezyen koordinatlarda yüzey elemanı olduğu ve kutupsal koordinatlar- 
daki eşdeğerinin 

da — dıdy — rdrd0 


ile verildiği hatırlanırsa 7? için 


a j2 
2- | ferra- Jevafa-7): —İrdr 
r—00—0 r—0 imi 


bulunur. Sınırlar uygun biçimde değiştirilmiştir. Son kez olarak r? — w 
değişken değişikliği yapılırsa, rdr — 4dw olur. Bu durumda 


(o <) 
oo 
J evdu — — e — 


8 


bulunur. Geriye doğru gidilirse, /? — > 1 ve olur. Sonuç olarak I' (3) 


için 
T (5) - J tedi Vr (6.4) 
0 


bulunmuş olur. (6.3) ile verilen tekrarlama bağıntısı yarım tamsayılara 
uyarlanırsa 


(24-1) —ı1(z) 
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yazılabilir. 7'in bazı değerleri için Gama integrali hesaplanırsa 


Lü EZ -TA/2 4) TAK) ET (1/2) - va 

z — 3/2 418/241) -T(241/2) 5 TA) İVA 
se - 1/2411) 1841/2) 57 r (5/2) - SaavA 
x - 7/2 -T/241)- 14412) - 7 (1/2) - 5.5.5. 57 


elde edilir. n tam sayı olmak üzere genel kural 


2n — 1)! 
T(n41/2) eN yl Bali (6.5) 
olarak yazılabilir. Burada 2n — 1 tek sayısı için, (2n — 1)!! çift faktöriyel 
fonksiyonunda sayılar ikişer ikişer azalarak çarpılır ve 1'de son bulur. 


(2n — 1)! — (2n—1)(2n—3)(2n—5)...3.1 


Örneğin; 91! — 9.7.5.3.1 şeklindedir. 

n < 0 tam sayıların faktöriyeli n! — Foo olduğundan, Gama fonksiyonu 
Joo değerini alır. Çünkü çarpıma giren negatif sayının bir alt sınırı yoktur. 
Acaba tamsayılar dışında kalan sayılar için durum nedir? 1(:*1)—z 
IM(1) tekrarlama bağıntısı 


(1) — 2 t1) (6.6) 
IT 
şeklinde yazılır ve z — —1/2 için hesap yapılırsa 


ruya EZ - iy 


bulunur. I(—1/2) değerinden başlanarak bazı negatif yarım tam sayılar 
için hesap yapılırsa 


T(<1/2) 


e > —3/2 Maya) İŞ - sıva 

z- -5/2 15/2) e --Ezıva 
ge a ray) İZ) aşa z ave 
we öner. varla, 


9/2 97'5'3'1 
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bulunur. Bu sonuçları, n tam sayı olmak üzere 


re 
r(/2—n)— (<1 Ta Lİ Bu (6.7) 
biçiminde genellemek mümkündür. 

Teorik olarak z — 0,—1,—2,—3,....—n tamsayıları hariç, Gama in- 
tegralini hesaplamak mümkün gözükmekle birlikte kolay değildir. Fakat 
sayısal integral yöntemleriyle Gama fonksiyonunu hesaplamak daha pratik- 
tir. (—3,4| aralığında Mr) fonksiyonunun 2'e bağlı grafiği Şekil 6.1'deki 
gibidir. 


1) 


Şekil 6.1 M(7) fonksiyonunun z'e göre değişimi 


oo 
Örnek 6.1 Ja”e-“dr, a > 0 integralini Gama integrali cinsinden 


o 
yazarak hesaplayın. 
Çözüm 6.1 ar —t denirse 
” dt 
1—— > 1ı”——, da —-— 
a” a 
olur. Bunlar yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
— 1 — nl 
Je “dr — ya /te dt — apiTin * 1) — anti 
o o 


bulunur. 


oo 
Örnek 6.2 J ze "dı n,m > 0, biçiminde verilen integrali, Gama 


0 
integrali cinsinden elde edin. 
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Çözüm 6.2 ar” —t olsun. Bu durumda 


t I/n m/n 
I— (2) > 1” ——— 
n—lI 


t n 
or"—t> nar" İdr—dti->na () dr —dit 


>dı——— 


olur. 1 —0Oiçin?t—0, rı — oo için t — oo olduğundan, integralin sınırları 
değişmez. Çünkü olur. Bu ifadeler yerine yazılır ve gerekli işlerler yapılırsa 


7 ie min 1 nci; 
Jared J | —) (a ) edt 
a na 47 
0 0 


n-ıN © 
1 (an min 
İm — Je 'dt 
nalam/n “a” 
0 


1 (e o) 

e miti yı) 4 

— şiş İt R de dt 
na (0) 


elde edilir. (6.1) ile karşılaştırılırsa, bu integralin ri) olduğu görülür. 
Böylece, hesaplanması istenilen integral 


o) 
a 
o na" 


olarak elde edilir. 


oo 


Örnek 6.3 M(1) —2 J 122-1e-€'dt olduğunu gösterin. 


o 
Çözüm 6.3 (6.8) eşitliğinde z — £ yazılırsa 


oo m--1 
a re) 

Jere di — ME) 

o na" 


integralin sonucu değişmez. Bu ifadedem—21—1,a—1,n—2 yazılır ve 
gerekli işlemler yapılırsa 
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oo 
> Mr) — 2 pederi 
o 
bulunur. 


© 2 
Örnek 6.4 Jre-” dı -? 


0 
Çözüm 6.4 (6.8) eşitliğinde n—5,a—l,n — 2 yazılır ve gerekli 
işlemler yapılırsa 


bulunur. 


Örnek 6.5 W(z) — Nz2e-Br” 8 >0,—oo<i1< oo şeklinde verilen 
dalga fonksiyonunu normlayın. N —? 


oo 
Çözüm 6.5 Normlamak; |/ |W(2))Z dx — 1 yapan N sayısını bulmak 
—oo 


demektir. W(7) fonksiyonu yerine yazılırsa 


oo oo 
N? ye — a —1l 
—coo (0) 


elde edilir. Bu integral (6.8) ile karşılaştırıldığında n—4n—2vea — 28 
olduğu anlaşılır. Buna göre söz konusu integral, Gama fonksiyonu cinsinden 


olarak elde edilir. r(3) — İyr değeri yerine yazılır ve gerekli işlemler 
yapılırsa 


vape 
3.V7 
bulunur. Normlanmış dalga fonksiyonu 


e | v2 2.—-8r3 
W(7)—4 TE e 


1 
Örnek 6.6 (Jin İli dt integralini Gama integrali cinsinden bu- 
0 


N-—4 


şeklinde yazılabilir. 


lunuz. 
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Çözüm 6.6 i — e“ denirse 


1 
(l—ev— —— dt — e“du 
2 
—e2“dt — evdu>dt——e “du 


elde edilir. İntegral sınırları t —Oiçinu—oovet—liçinu—0Oolur. Bu 
ifadeler yerine yazılırsa 


1 pe 0 oo 
J in (6)| dt — - Jurieridu a Jvieidu — Mr) 
o ©w 0 


bulunur.B 
6.2 Beta Fonksiyonu 


Beta fonksiyonu integral biçiminde 


1 


B(z,y) — yi e-i(1 — wide (6.9) 


0 


şeklinde tanımlanır. Beta fonksiyonu z ve y gibi iki argümana sahiptir. 
Beta fonksiyonu ile özellikle, Legendre polinomlarını içeren integrallerde 
karşılaşırız. Beta fonksiyonunda argümanlar yer değiştirirse 


B(1,y) — B(y,1) (6.10) 


sonuç değişmez. 
İspat: t—1—u diyelim. Buna göre 


t—1—u—>di——du,1—1t—u 


olur. Sınırlar t —Oiçinu—lvet —1 için u — 0 şeklindedir. Bunlar yerine 
yazılırsa 


o 
B(1,y) la —0)vidt— -Ja — vu)“ yldu 
1 


wl(—u)İdu—B(y,) 


vi 
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bulunur. Beta integralinin st sınırını keyfi bir a değerine genişletmek için 
u — at dönüşümü yapmak yeterli olur. Bu durumda 


A 
a a 


olur. İntegral sınırları # —Oiçinu—0Ovet—liçinu—a şeklindedir. Bu 
ifadeler yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 


ve - JO ir) 
Ha | a — u) du (6.11) 


0 


bulunur. Beta fonksiyonunun sıkça kullanılan trigometrik biçimini elde et- 
mek için t — Sin?0 dönüşümü yapılırsa 


t — Sin?9->1—1—1-— Sin?20 — Cos?9 
dt — 2Sin0Cos0d0 


bulunur. Yeni sınırlar —Oiçin4—Ovet—liçin90—x/2olur. Buna 
göre Beta fonksiyonu 


B(z,y) 


1 
yerin —ov-idt 
(0) 


r/2 
2 J (Sin?0)* (C0s?0J”” Sin8Cos8d8 
(0 


x/2 


—2 İ (Sin0|?- (Cos9|2*-* d9 (6.12) 
o 
biçiminde elde edilir. B(2, y) fonksiyonu /(z) ve (y) fonksiyonları cinsin- 
den 
rz)r(y) 
Bir,yj Ew) 6.13 
(2,y) Pe Fy) (6.13) 
olarak yazılabilir. 
İspat: Örnek 6.3'te 
Mz) —2/12-16-0y, 


o—.8 
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olarak bulunmuştu. 7 — y ve t — s değişimi yapılırsa, I(y) için 
Ooo 
Ty) — 2 | sv16-*'dş 
0 


yazılabilir. (7) ve I(y) taraf tarafa çarpılırsa 


o o 
Tı)r(y) — aJ Jerisi Eiaaş 
00 
bulunur. Bu, t ve s koordinatlarında yüzey integralidir. Bu durumda 
dtds — dA yüzey elemanıdır. t ve s değişkenleri kutupsal koordinatlarda 


t rCos0, s—rSinO—>12 452 —r? 


dA — dtids—rdrdf 


şeklinde alınırsa, F(z)T(y) çarpımı için 


o 7/2 
T(z)r(y) affı (rCos0|- (rSino|-! e”“İrdrd9 
o 0 


© 7/2 
Ç J r2742y-1,-r «| 2 li (Cos9|?— (Sino|?e- d0 
(0) (0) 
Nm >> Ya 


Tzty) B(a,y) 


bulunur. Buradan B(7, y) yalnız bırakılırsa 


 Majr(y) 
elde edilir. 


Örnek 6.7 Beta fonksiyonunun B(7, y) — iye di şeklinde yazıla- 


bileceğini gösterin. 
Çözüm 6.7 B(r,y) fonksiyonunda yerine yazılmak üzere t — Id 
dönüşümü yapılırsa 


u 1 
t <— — > dt - ——du 
1 ku (1 *u) 
1—t — l ,tz0Oiçinu—0O,i—liçinu—co 


1 $u 
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olur. u değişkeni cinsinden B(z, y) fonksiyonu 


1 
j 2 1(1—-0-İdt 


1 y—1 1 > url 
——du- | ——d 
Zi İri (1 ku) © fas 5 


olur. Son ifadede u yerine t yazılırsa 


B(1,y) 


(e si 


Biei) - ; pere (6.14) 


141)719 
o 
elde edilir. 


Örnek 6.8 / — İni GEM a dt integralini hesaplayın. 


Çözüm 6.8 I integrali (6.14) ile verilen Beta fonksiyonu ile karşılaştırıl- 
dığında, 7—1—45>1—5ver1*y—7— y — 2 olduğu anlaşılır. Buna 
göre 


Se m > r(5)r(2) all 1 
1- İrt 262 - y 1 


olarak bulunur. 


x/2 
Örnek 6.9 1— / Sin50Cos30d9 integralini Beta fonksiyonunu kulla- 
o 


narak hesaplayın. 

Çözüm 6.9 1 integrali (6.12) ile verilen Beta fonksiyonu ile karşılaştırıl- 
dığında, 27—1—5—>1—3ve2y—1—3— y-— 2 olduğu anlaşılır. Buna 
göre 

Iır(3)r T(3)7(2) ) 1201! 1 
2 2 TG 2424 


bulunur. 


Örnek 6.10 T Sinnod0 integralini Gama fonksiyonu cinsinden yazın. 
Çözüm 6.10 Sin20 — u denirse 
Sin?9 — u> Sin0— yu, Cos0—vV1—u 
2Sunöbeli du el 


2Sin0Cos89  2.yuvı—u 
0 — Oiçinu—0,4—7/2içinu—l 
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ifadeleri kullanılırsa 
7/2 


1 1 
ur 2du 1 
Sin”0do— | ————— —— (n—1)/2(1  ,)—1/2 
J ö İsmim 5)» (1—u) “du 
(0) 


integrali elde edilir. Bu integral (6.9) ile karşılaştırıldığında z — 1 — (n — 
)/2>1—(n*1)/2vey—1——1/2—>y— 1/2 olduğu anlaşılır. Bu göre 


x/2 1 


B(2H1 1 
| Sinnede — 3 fu vE uydu a ( , 3) 
0 o 
TE) (3) 
20(3 41) 


olur. 
6.3 Hata Fonksiyonu 


Bir boyutlu harmonik osilatör ve olasılık teoride karşılaşılan hata fonksi- 
yonu, 


Erf(2) — je a (6.15) 
o 


biçiminde tanımlanan bir integraldir. Burada z, 0< z< oo aralığında 
değer alabilir. Eğer (6.15) integrali z — oo için hesaplanırsa 


Erf(2 — oo) je a — 
o 


209 Va -a z 
bulunur. Burada (e *dt — X sonucu kullanıldı. Bu, e * Gaussiyen 


fonksiyonunun norm. yani fonksiyonun altında kalan alanın 1 olduğu 
anlamına geliyor. Eğer z değeri sonsuza kadar uzatılmazsa, bu alan bir 
miktar eksik hesaplanmış olur. Diğer bir ifade ile integralin belli bir kısmı 
hesaplanmıştır. Örneğin, z —1 için Erf(1) nümerik olarak hesaplanırsa 


1 
Erf(1) — je'a — 0.84 
(0) 


bulunur. Bu, söz konusu alanın “084'ünün hesaplandığını göstermektedir. 
Hata fonksiyonunun bazı değerleri Tablo 6.1'de verilmiştir: 


Tablo 6.1 Hata fonksiyonunun bazı değerleri 


iz oz Jo4 Joe Jos pre J20 Ta 
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Hata fonksiyonu |0, 1| aralığında değer aldığından, Kuantum mekaniğinde 
bulunma olasılığını hesaplamak için uygundur. Diğer yandan negatif argü- 
manlı hata fonksiyonu için 


—z 
Bele il e-“dt- -Erf(a) (6.16) 
VLU 
o 
yazılabilir. Bir diğer hata fonksiyonu 
2 (ei 
il 
Erfc(z) — İ: dt—1—Erf(2) (6.17) 
z 
şeklinde tanımlanan tamamlayıcı hata fonksiyonudur. Bu fonksiyon he- 
saplanan alanı değil, eksik kalanı belirtir. Örneğin, Er fc(1) 
Erfc(1)—1— Erf(1) — 1 — 0.8427 — 0.1573 
olur. 


Örnek 86.11 Bir boyutlu harmonik osilatörün normlanmış taban durum 
dalga fonksiyonu 


a 2 2 
Yo(r) 5 (Z) e 2 ,a>0 


şeklindedir. Osilatörün (—Z, L| aralığında bulunma olasılığını bulun. 
Çözüm 6.11 Osilatörün (—L, L| aralığında bulunma olasılığı 


L 


İ 2 a 18 a2x2 i 2a ” 2.2 
bor)” dr — l (a) e 2 | de —-—— İe “dı 
—L L va ve (0) 


olarak yazılabilir. or — t dönüşümü yapılırsa 


ar — İ > 
t 

> 022-2 dr —-— 

a 


olur. Bu ifadeler yerine yazılırsa 


L L I 
21 2 (| ay 2 (| By 
| ss) da — di — Aİ dt — Erf(L) 


olarak bulunur.M 
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6.4 Ortogonal Polinomlara Genel Bir Bakış 


Bu kesimde, ortogonal polinomların bir takım ortak özelliklerini vere- 
ceğiz. Genel olarak n. dereceden bir /n(7) polinomu 


n 
fnlz) -Y kizi kaz” ka 114... kız 4 ko (6.18) 
i—0 


şeklindedir. /,(Z) polinom ailesinin w(7) ağırlık fonksiyonu ile çarpımının 
a<ı<b aralığındaki integrali 


b 
J önla)fnladutaliz Sü m#n 0,12. (6.19) 


şartını sağlıyorsa fn(7) polinomlarına ortogonal polinomlar denir. Burada 
w(T) ağırlık fonksiyonu, a ve b sınırında integralin sonlu kalmasını garan- 
tiler. Ortogonal polinomlar için normlama bağıntısı 


b 
Jafiiz — ha OL, Ye (6.20) 


biçimindedir. Ortogonal polinomlar ile ilgili bazı ortak özellikleri vermek 
yaralı olacaktır: 
1. Sağladığı diferansiyel denklern: Ortogonal polinomlar 


gelı)f”(z) #gı(r)f'() * gof(x) -0 (6.21) 


biçimindeki ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemi sağlarlar. Burada 
gı(r) ve ga(1), n'den bağımsız fonksiyonlar iken, go sadece n sayısına bağlı 
bir sabittir. 

2. Tekrarlama bağıntısı: Ortogonal polinomlar 


ünİntı — (dn EE Cn?) İn * dn İn-1 (6.22) 
şeklindeki tekrarlama bağıntısını sağlarlar. Burada a,, bn, €n,dn sabitlerdir. 
3. Rodriguez Formülü: n. dereceden ortogonal polinomlar 
1 d a 
İn(i) — a bi) üz w(7)9”(2)| (6.23) 


n. mertebeden türev yardımı ile bulunabilir. Burada e,, n'e bağlı bir sabit, 
g(r) ise n'den bağımsız bir fonksiyondur. 
4. Türev Özelliği: n. dereceden ortogonal bir polinomun türevi için 


ole)g-İn —dı (1) fn * dofn-ı (6.24) 
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eşitliği yazılabilir. Buradaki 4>(7), gı(7) ve go fonksiyonları (6.21) eşit- 
liğinde verilenlerle aynı olmak zorunda değildir. Genel özelliklerden sonra, 
fizikte sıklıkla kullanılan polinomlardan bazılarını detaylarıyla ele alabiliriz. 


6.5 Hermite Polinomları 


—oo<ı< oo aralığında tanımlı olan ve H,(7) ile gösterilen Her- 
mite polinomları ile kuantum mekaniğinde bir boyutlu harmonik osilatör 
problemini çözerken karşılaşılır. Hermite polinomları için üretici fonksiyon 


G(r,t) ett (6.25) 


şeklindedir. İki argümanlı G(7, t) fonksiyonunun ?'ye göre Taylor seri açılmı 


p Ta LN 
Gla.) - Gle.0iğ * gi) it 56) 
9” i” 
b ce t) di Ti 
şeklindedir. Kısmi türevler alınırsa 
G(z,t), o <1 
cile 0d —2(4-0e 1) —o2: 
öt t—0 t-0 
e 0 2 
A) — —l2(2—10)e 1121 
ze“), - zl ji 
— —ge tt, A (a — Du çö t2t — 42-9 
t—0 
bulunur. Buna göre seri 
1 o” # 
G(r,t) — Lei 21 re -yE be teğ Gar) 
Ho(z) Hı(z) yy e) & 
Hn (1) 


biçiminde olur. © in z'e bağlı katsayıları Ho(1), Hı(1), H>(1),..., Hn(3) 
Hermite polinomlarıdır. n indisi polinomun derecesini ifade etmek amacıyla 
kullanılmıştır. n. dereceden Hermite polinomunu elde etmek için, G(Z, t) 
üretici fonksiyonunun ?'ye göre n. merteben kısmi türevini alındıktan sonra 
t yerine O yazılması yeterli olacaktır: 


Hala) - 5 Gla.) > (6.26) 
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Sonuç olarak, G(r, t) fonksiyonunun seri açılımı 
oo ir 
G(r,t) — D Hala) (6.27) 
n—0 


şeklinde yazılabilir. (6.26) yardımı ilen — 5'e kadar elde edilen Hermite 
polinomları Tablo 6.2'de verilmiştir: 


Tablo 6.2 Bazı Hermite Polinomları 


n Hnl(ı) 

0 Ho(r) —l 

1 Hı(ı)—-2r 

2 Ha(1)—4x?—2 

3 Ha(ı)—813— 121 

4  Ha(ı) —16z1—4817 412 

5 Haz) —32r5 — 16013 41201 


Tablo 6.2'den görülebileceği gibi Hermite polinomları r çift ise çift, n tek 
ise tektir. Bu durum genel olarak 


Hn(—7) > (-1)” Hn(r) (6.28) 


biçiminde yazılabilir. —oo < z < *oo aralığında tanımlı Hermite poli- 
nomları için ağırlık fonksiyonu w(7) — e” ile verilir. Ağırlık fonksiyonu, 
7— Too için w(7)H,(7) çarpımının sonlu kalmasını sağlar. Hermite poli- 
nomlarını elde etmenin diğer bir yolu, ağırlık fonksiyonunun 1'e göre uygun 
mertebeden türevlerini alıp e” ile çarpmaktır.. n—lven — 2 için işlem 
yapılırsa 


d 
nz-1> ir m — e (226) — —2r ——Hı(r) 


2 >e li — wi (<22e-”) — er |-2e-” * 42'e”) 


— e (-2 * 47?) e —472 2 Ha(1) 


3 
ıl 


bulunur. Böyle devam edilirse H,(7) için 
2d” ( a 
Hr(z) — (—)”e” dan (e zi ) (6.29) 
ifadesi bulunur. Bu, Hermite polinomları için Rodriguez formülünden başka 


bir şey değildir. (6.29) ifadesi (6.23) ile karşılaştırılırsa, Hermite polinomları 
için & — (—1)” ve g(7) — 1 olduğu görülür. 
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Örnek 6.12.a) —3 < z < 3 aralığında Ho(z), Hı(r) ve Ho(r) poli- 
nomlarının z'e bağlı grafikleri çizin. b) Bu kez aynı polinomları w(7) ile 
çarparak ağırlıklı grafiklerini çizin. 

Çözüm 6.12.a) Ho(r), Hı(1) ve H>(r) polinomlarının —33 <ı< 3 
aralığındaki grafikleri Şekil 6.2'de verilmiştir. 


Şekil 6.2 Ho, Hı ve H> polinomlarının 1'e göre değişimi 


Şekil 6.2 incelendiğinde, dereceleriyle uyumlu olarak Ho(r)'ın z eksenini 
kesmediği, Hı(r)'in bir kez ve H>(7)'in ise iki kez kestiği görülmektedir. 

b) Aynı polinomların w(7) — e ağırlık fonksiyonu ile çarpımının 
grafiği Şekil 6.3'te verilmiştir. 


Şekil 6.3 Ağırlıklı Ho, Hı ve H> polinomlarının z'e göre değişimi 


Şekil 6.3'e bakıldığında, ağırlık fonksiyonunun 7'in artan değerlerinde poli- 
nomların alacağı değerleri hızlıca azalttığı görülmektedir.M 
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G(7,t) fonksiyonunun ?'ye göre kısmi türevi ile kendisi arasında 


KA e 0 —2422t 0 (a. —t2422t 
gc (0) mi — —2(6—2)e 
G(z,t) 
> 50(e.0) *2(4—7ı)G(r,t) 0 (6.30) 


ilişkisi vardır. Diğer yandan (6.27) ile verilen G(T, t) ifadesinin ye göre 
kısmi türevi alınırsa(n yerine m yazarak) 


Ge.) 2 Yam) - e yy 7) 


m e 


— Yine) yi Yine EM (6.31) 


bulunur. Burada türev alındıktan sonra indisin m — 1'den başladığına 
dikkat edin. (6.27) ve (6.31), (6.30) 'da yerine yazılır ve gerekli işlemler 
yapılırsa 


Kn a b ya — iğ 
Yin Miri — 22). Hnka) — — 0 
m—0 MO 


oo m—1I oo ml Nani 
Y Anlaş * 21 Hk) —— — 213 | Hm(z)— > 
m—1l i m—0 ü m—O 


elde edilir. Her üç terimi pi ortak çarpanında yazmak istersek, birinci te- 
rmdem —l1 —n, ikinci terimde m-4- 1—n ve üçümcü terimde m—”n 
yazılması gerekir. Diğer bir deyişle birinci terimde m yerine n * 1, ikinci 
terimde m yerine n — 1 ve üçüncü terimde m yerine n yazılmalıdır. Bu 
değişiklikler yapılırsa 


Yanl) 42) a 2) 7 
n—0 


elde edilir. İkinci terim 7 ile bir kere çarpılıp bir kere bölünür ve n(n—1)! — 
n! kullanılırsa 


Yanı) it 2) le) — 22) inle 


7-0 
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bulunur. Bu eşitlik n > 1 değerleri için © ortak çarpanına alınabilir. 
Buradan, Hermite polinomları için 


Hası — 22 H, 4 2nHn 1 0,n>1 (6.32) 


tekrarlama bağıntısı elde edilir. (6.32) ifadesi (6.22) ifadesiyle karşılaştırıldı- 
ğında, Hermite polinomları için 


ü&n—lb,—-0,c,—2,d, ——Zn 


olduğu görülür. 
Bu kez G(7,t) fonksiyonunun 7'ye göre kısmi türevi ile kendisi arasın- 
daki bağıntıyı bulmak için işlem yapılırsa 


ö 2 İÖ öşam —t2 4221 
3 GIT, ip Ss ör“ —2te 
G(z,t) 
0 
öz (, t) —21G(7,t) (6.33) 


bulunur. (6.27) ile verilen G(2, t) ifadesi (6.33)'te yerine yazılır(n yerine m 
indisi kullanarak) ve gerekli işlemler yapılırsa 


e Ay 
ö:2. ma) - — ek 


oo m d oo tl 
> 2 mia, inle) — 221 na) 


olur. Bu eşitliğin iki tarafı © çarpanına sahip olması istenirse, eşitliğin sol 
tarafında m —n ve sağ tarafında isermm-1—n yazılmalıdır. Bu durumda 


(e 0) 


id — in 
Dig imla) 2 > Gazı 


nz0 
oo 
nt” 
LL —I (1) di 
TEZ 


bulunur. Bu eşitliğin her n > 1 için sağlanması 
d 
dı 
olmasıyla mümkündür. Bu türev bağıntısı olarak bilinir. (6.34) eşitliği 
(6.24) ile karşılaştırıldığında, Hermite polinomları için 


Hr(1) — H/(3) — 2nH,1(T) (6.34) 


92(1)—1, gı(7) 0 vegg —2n 
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olduğu anlaşılır. 
Hermite polinomlarının sağladığı diferansiyel denklemi elde etmek için, 
(6.32) ile verilen tekrarlama bağıntısının türevi alınırsa 


d d 
elde edilir. Diğer yandan (6.34) ile verilen ifadenin ikinci türevi 
Hale) — OnHp ıle) 
> 2nHi” — H; 
olur. Yine (6.34)ten yerine n 4 1 yazılırsa 
a — 2(n *k YA, 
bulunur. Bu sonuçlar (6.35)'te yerine konulursa 


elde edilir. 2H, terimleri sadeleştirilir ve türevin mertebesine göre düzen- 
lenirse, Hermite diferansiyel denklemi 


H —2xH/) 42nHn —-0 (6.36) 
olarak bulunur. (6.21) ile karşılaştırıldığında 
gz) —1gı (7) ——2r vego—2n 


olduğu anlaşılır. 

Şimdi Hermite polinomlarının ortogonal olduklarını gösterip onları norm- 
lamak istiyoruz. Bunun için Hermite diferansiyel denkleminin e-” ile 
çarpımını göz önüne alalım. 


e-“H" —2xe-“İH! 42ne “H,—-0 


Bu denklemi d 
Em fe Hz) *-2ne *” H, —-0 


şeklinde yazmak mümkündür. m # n olmak üzere, bu denklemi H., ile 
çarpımının |—oo, *-oo| aralığında integrali 


ıl 
© 


*oo 
d 
(imz zl #20 “He ) dı 
—oo 
oo Lari 
| Hemi (e “AZ dr 42n | e “Hnlinda 00 
—oo 


—oo 
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olur. Buradaki ilk integrali kısmi integral yöntemi ile hesaplamak üzere, u 
ve V 


u — Hm>du—H)dı 
du — d (e “Hr >—v—-e“H, 


şeklinde alınırsa 


Te (e “AZ dr — uv - J du 


*oo 
pa *oo 3 
— e “H.H — je “ H/H/,dz 
—oo 
—coo 


I 


elde edilir. Birinci terim e-”” çarpanından dolayı 0 olur. Geriye ikinci 


terim kalır. Buna göre 
*oo *oo 
— J e “HH! dz 4 On ji e” HnHndr — 0 
—o —oo 
integral ifadesi elde edilir. m & n değişikliği yapılırsa, yani n yerine m, m 
yerine n yazılırsa eşitlik bozulmaz: 
*oo *oo 
— 7 e-““H'.H'dz 42mm J e“ H,Hmdz —0 
—oo —oo 


Bu iki eşitlik taraf tarafa çıkarılırsa 


*oo 
2(n — m) J e “H,Hmdı —0 
—oo 
bulunur. Burada m # n olduğundan, eşitliğin sağlanması için integralin 
sıfır olması gerektiği açıktır. 
*oo 
| e Hnlimdz —-0,n#m, n—0,1,2,.. m—0,1,2,.. — (6.37) 
—oo 
Böylece, Hermite polinomlarının dikliği ispatlanmış oldu. Hermite poli- 
nomlarının normunu elde etmek üzere G(7, t) ve G(z, s) üretici fonksiyon- 
larının çarpımını göz önüne alalım: 


il yi. © m 
Gla, Ale, a) < Pie tie — Y kay Y Enla) 
“m—0 ği 


n—0 
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Bu eşitliğin her iki tarafı e-” ile çarpılır ve |—oo, 4-oo| aralığında integrali 
alınırsa 
*oo 
—22. 42. ş2 . 
je 72—12—5 t2ztt2zsj — LE m3 nl > a) a? Hrlz)Hm()dr 
—oo 


ifadesi elde edilir. —z? —42— s2 4211 421s——(1—t— s)? *2ts şeklinde 
yazılır ve u—ı—t— s denirse, sol taraf 


*oo 


a 
e le “du — Vre?:s 


*oo 

bulunur. Sağ taraftaki integral am — | e-“H,(z)Hn(i)dr ile gösteri- 
—oo 

lirse, m #n için İnm — 0'dır. m —n durumu için 


oo 
in gn 
vVre?is 5 e 
nin! 
n—0 


elde edilir. Sol tarafı sağ taraf gibi bir toplam olarak yazmak için, e2** 


ifadesini seriye açmak uygun olur. g — ts denirse 


SS onn © on n 
e — g gi 7g” 2 (ts) 
Dltaşt sağ sağ. a İn > m 
— nz n— 


olur. Bu seri ifadesi yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa, İnn integrali 


YİNE yz 


70 n—0 
*oo 
> İnn — Je iayiz — vV72”n! (6.38) 
—oo 


olarak bulunur. Bu Hermite polinomlarının normlanma şartıdır ve (6.20) 
ifadesindeki h, değerine karşılık gelmektedir. 


Örnek 6.13 Bir boyutlu harmonik osilatör için 


a | 20 *Hnla)Hnlaldz 
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ile verilen geçiş olasılığını hesaplayın. 
Çözüm 6.13 (6.32) ile verilen tekrarlama bağıntısından zH, ifadesi 
yalnız bırakılırsa 


1 
THn — 2 n41 —NHn-ı 


elde edilir. Bu (7), integralinde yerine yazılırsa 


*oo oo i 
(Tİnm — je ij (TH,) Hmdr — ker (Şile —nlin-i) Hndr 
—oo a5 
1'P oo 
— 5 | G“Hesilmdr -n | “Ha aHinde 
—oo —oo 


olur. (6.38) yardımı ile birinci ve ikinci integral 


*oo 
7 Öf yeti(n*i)i,m—n4l ise 
je Biye imde — Om#An-*l ise 
—oo 
*oo 


23 Öf ye2-İ(n—I), m—n—1 ise 
je HnaHmdz - İ Om #n—1 ise 


—oo 
bulunur. Tüm durumlar birleştirilirse 
Va2"-İn!, m—n—l ise 
(2) 


V72(n41)!, m—n-4l ise 
0, diğer durumlar 


elde edilir. M 
6.6 Legendre Polinomları 


—1<z<1 aralığında tanımlı olan Legendre polinomları P, (1) ile gös- 
terilir. Yine üretici fonksiyonundan başlayarak ilgili bağıntıları elde etmeye 
çalışacağız. Legendre polinomları için üretici fonksiyon 


1 
eye 
(2,1) V1—21t 4-12 


biçimindedir. G(T,t), £ — O civarında Taylor serisine açılırsa 


-1/2 


— (4-204) *,ll<i (6.39) 


Giri) X 526 9), lite, 


2 8 1 
2 
4 (32? — yi gı (15x23 —9z) T” (10521 — 90z? 4 Dz * 
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bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, #”'nin katsayıları 


Gi) —- 1,4 z tt 5 (32? -1)2 4 > (5? — 3z)t3 
Poz) o Pile) << 
Pe(ı) Pa(£) 
1 
tg(8ö2* —30:24-3)4 4. 
Nama ga 


Pı(r) 


P,(1) Legendre polinomlarıdır. Üretici fonksiyonu, Legendre polinomları 
cinsinden 


G(ı,t) — YEe)t (6.40) 


n—0 


olarak yazılabilir. Buna göre P,(T) polinomlarını bulmak için 


(6.41) 


işleminin yapılması yeterli olur. (6.41) yardımı ile n — 5'e kadar olan 
Legendre polinomları Tablo 6.3'te verilmiştir: 


Tablo 6.3 Bazı Legendre Polinomları 


n Pp,(ı) 

0 P(ı)—1 

ıl Pı(r)—ır 

2 Pe(1) — ? 3x2 —1 

3 P,(z )-— ? 5x3 —3z) 

4 Pa) e — 3022 43) 

5 Ps(z) — ş(63x — 7029 4 1572) 


Tablo 6.3'e bakıldığında Legendre polinomlarının paritesinin 
Py(—1) -(-1Y"P,(3) (6.42) 


biçiminde olduğu görülür. Yani n çift ise çift, n tek ise tek paritelidir. 
n — 4'e kadar olan Legendre polinomlannın —l < zı <1 aralığında z'e 
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bağlı grafiği Şekil 6.4'te verilmiştir. 


Şekil 6.4 Pp, Pı, Pp, P; ve P, polinomlarının 7'e göre değişimi 


Legendre polinomları uç değerlerde P,(F1) — (F1)” gibi zaten sonlu değer- 
ler aldığından, ağırlık fonksiyonu w(7) — lalınır. (6.23) ile verilen Rod- 
riguez formülünde w(7) — 1, g(7) —12—iIyazılırven—1,2,3 için işlem 
yapılırsa, Legendre polinomlarını veren e, eş ve eg sayıları 


ME ide El 
n — 1» Ple)- le al 2 
— ile > e, 2-21! 
€l 
gd 2 ld 
n — 2 Pl) - zle ) — az 2(e? -1) 22) 

e e 2 a 
— Eğ 1) — — (322 —1) — İğ D) 


— —— fa (* — r>) * (r? — | — — (169 — 81 4 41” — 41) 
3 

ay ey 2 e aye SİL 52 

e (2019 — 127) — ii (57 37) — > 3 67 3z) 


— —Ps(2)>e3 48-293! 
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olarak bulunur. Böyle devam edilirse e, — 2”n! olduğu anlaşılır. Sonuç 
olarak P,(7) için Rodriguez formülü 


1 Gg“ 


Pala) - Inn! dın 


(2 — y” (6.43) 


biçimindedir. &G(a, t) ile G(r, t) arasında 


2. 


1 —2.t 4-0) 


4-7) 
(1 —21t412) 


Mi o 2) Ge, Yollu) 0 


d 1 —3/2 
5ıS(E. t) 3 (1 —22t 412) “(26 — 2) 


G(ı,t) 


bağıntısı bulunur. (6.40) ile verilen G(z, t)'nin kısmi türevi(n — m değişik- 
liği yapılarak) 


0 0 — m — m— 
zıS(r.) 5) Pnlajt — 2, Pnkaymi 1 


m—O 
olur. Bu türev ifadesi yerine yazılırsa 
oo oo 
(1 — 228 4 8)X / Pnla)mt 1 4 (8—2)$ Plt <0 
ml m0 


elde edilir. Türev alınırken serinin P»(Z)t9 şeklindeki sabit terimin türevinin 
sıfır olduğu ve toplamın 1'den başladığına dikkat edilmelidir. Çarpımlar 
dağıtılırsa 


oo oo oo 
0 — X P(z)mt”-1 — 221) Pnlz)mt”-! 4-2 Y) Pnlajmt-! 


mz—1I mzl mz—1 
oo oo 
Ht X Pn(ı)t*”*—z DE Bale” 
m—0 m—0 


bulunur. ? çarpanları içeriye dahil edilirse 


oo oo oo 
0 — Y Pnla)mt! — 21X  Pnlzjmt” * Y Pnla)mit! 


mz—1l m1 mz—1l 
oo oo 
* 5 Pplijtmt! —x > Pul)” 


elde edilir. Bu eşitliği 4” ortak çarpanında toplamak istersek; birinci te- 
rmdem—1I—n(>m—n-41), ikinci ve beşinci terimlerde m — n, üçüncü 
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ve dördüncü terimlerdem-*- 1—n(>mz—n— 1) yazılmalıdır. Buna göre 


> Ea (7)(n*-1)1” — 7 (T)nt” 4 YE -ı(T)(r— ye” 


e n—2 


DK —ı()ı” — YOR, (1)t” 


n—0 


olur. Bu ifadede toplamlar farklı indislerle başlamaktadır. Fakat tekrar- 
lama bağıntısını bulmak için, n > 2 olan ortak terimleri göz önüne almak 
ve t” 'nin katsayılarının toplamını sıfıra eşitlemek yeterlidir. Buna göre 


(n 4-1) Paşı(s) — 2nxP,(1) 4 (n— 1)P, 1(7) * Pp -ı(7) — ePp(T) — 


olur. Bu ifade düzenlenirse, Legendre polinomları için tekrarlama bağıntısı 


(04-1) Ppşı—- (204 1I)zPn*nPn 10 (6.44) 
olarak bulunur. Üretici fonksiyonun 7'e göre kısmi türevi ile kendisi arasında 
ö el -1/2 t 
Bae — (1 — La ——— 
kl aya Sli) 


> (1—21t-4 OZ ole, ti —tG(r,t) 


eşitliği vardır. (6.40) ile verilen G(7,t) yerine yazılır(R — zn) ve düzen- 
lenirse 


(1 —2ıt* ZYE (MN — EY” Pula 
m0 


e 


d oo 
4 — 2040) e İP) — $ Plajı! 
Pin(z) 
Yene, (2) — 2. Yere, (0) 4 YE (a) - Yep —-0 
m0 m0 m0 m0 


bulunur. Bu eşitliği bu kez 471! ortak çarpanında toplamak istersek; birinci 
terimde m—n*1(>n—m-— 1), ikinci ve dördüncü terimlerde m —n, 
üçüncü terimde m*-1—n(>mz—n-— 1) yazılmalıdır. Buna göre 


Y itip (2) — 22 YP 1) * Se (7) — Yeti pa) —0 
n—0 


n——lI n—0 


elde edilir. Yine, n > 1 için tüm terimler 4”! 'nin ortak parantezinde 
toplanırsa 


P, 


n 


şı Pp 22P,KP,,n>1 (6.45) 
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türev bağıntısı bulunur. Bu ifadeyi biraz daha sade hale getirmek mümkün- 
dür. Örneğin (6.44) ile verilen tekrarlama bağıntısının 7'e göre türevi alınır, 
2 ile çarpılır ve düzenlenirse 


2(n41)P),, *2nP) ,-2(2n4* 1) P, 4 (2n $1)22P) (6.46) 
bulunur. Diğer yandan (6.45) ifadesi (2n - 1) ile çarpılırsa 
(204 1YP),,4*(2n4*1)P) , —(2n41)22P, 4(2n 4 1)P,—0 (6.47) 
elde edilir. (6.46)'dan (6.47)'i çıkarılırsa, P” terimleri sadeleşir ve 


e 


n 


a Pi z(n YP, (6.48) 


bulunur. Legendre polinomları için, bir dizi türev bağıntısı elde etmek 
mümkündür. Örneğin; 
ıP) —P) ,*nP, (6.49) 


(1—2?)P) —nP, 1 —naP, (6.50) 


bunlardan ikisidir. Legendre diferansiyel denklemini bulmak için (6.50) 
kullanılabilir. (6.50) ile verilen ifadenin 7'e göre türevi alınırsa 


(1— 22) P7—2.P) —nP, , —nzP) —nP, 


elde edilir. Burada P/ , yerine (6.49) ile verilen özdeşi konulur ve gerekli 
işlemler yapılırsa 


(1 — z>) P/ —2xP, — n(-nP,*4zP/)—nıP,—nP, 
(1— 22) P/—2xP) — —n2P, 4nzP)—nıP/—nP, 
> (1— 2?) PJ—2zP) *n/ns1)P, 0 (6.51) 


Legendre diferansiyel denklemi bulunur. Bu diferansiyel denklemle hidrojen 
atomu için Schrödinger denklemini çözerken karşılaşırız. z — Cos9 ven— / 
olarak alınırsa, Legendre diferansiyel denklemi 


Ii dâla ağ 
Sini dö (Sine Cos0)| *4(441)P/(C030) <0 (6.52) 


biçimini alır. Burada 49 küresel koordinatlarda z ekseni ile yapılan açı, 
4—0,1,2,.. olabilen açısal morentum kuantum sayısıdır. 

Şimdi, Legendre polinomlarının ortogonal olduklarını göstermek isti- 
yoruz. Legendre diferansiyel denklemini biraz farklı yazarak başlayalım. 


> (1-2) Pilir(n41)P, —0 


Bölüm 6 Bazı Özel Fonksiyonlar ve Ortogonal Polinomlar 221 


Bu denklemin P,, ile çarpımının, (—1, 1| aralığında integrali 


1 1 
J Priz (1-2) Pildr*n(n* 1) / PaPndr —0 

—1 —-1 

şeklinde yazılabilir. Birinci integral kısmi integral yöntemi ile çözülebilir. 


Bu amaç için 


u - Pp >du-—P/dr 
du — d|(1-22)P))>v—(1-22)P, 


olarak alınırsa 


1 


| Priz (1 — 2?) P;) dı — uv — | vau 


4 
1 
— (1-)P,Pİİİ — ) (4 — 23) PAPhdz 
Nama amaa 
—0 51 


olur. İlk terim, (1 — z?)'den olayı sıfır olur. Böylece 


1 1 
-/ (1— z?) P,P/dr * nin * 1) İ Panda —0 
—ı 


—ı 
bulunur. Bu denklemde m & n değişikliği yapılırsa eşitlik bozulmaz. 


1 1 
-J (1 — z?) P/, Pdr 4* m(m 4 Dİ PaPndz —0 
-i 


-1 


Bu iki integral denklem taraf tarafa çıkanılırsa, ilk terimler sadeleşir ve 
1 
in İsmine ii PP s6 
-1 


bulunur. m #niçinn(n-*1)—n(m-41) # 0 olacağından, eşitliğin 
sağlanması için 


1 
J PePndz — 0 
ği 
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olmalıdır. Bu, Legendre polinomlarının ortogonal olduklarını gösterir. Son 
olarak Legendre polinomlarını normlamak istiyoruz. (6.39) ve (6.40)'ın 
kareleri alındıktan sonra sağ tarafları eşitlenirse, (—1, 1| aralığında 7'e göre 


integrali 
1 


1 

1 oo 
İs Mi iz — Ye» | Bayaz 
ml n—0 —ı 


şeklinde yazılabilir. y — 1 — 2zt 4 42 tanımlanırsa, dy — —2tdz olur. Yeni 
sınırlar r ——liçiny—(14-40)2 ver—liçiny— (1—t)? bulunur. Böylece 
eşitliğin sol tarafındaki integral 


(1-03 (1402 
1 dy 1 dy 1 


- 5; (inl kin 9) Zin 


olarak hesaplanır. Bu ifade Taylor serisine açılırsa 
Dİ o 
—in|—— | — —— 

t 1—t Eri (2n * 1) 

olur. Sol taraftaki integralin seri eşdeğeri, yerine konulursa 


oo 


20 in | p2 
2 TI) on ri) >> je (1)dr 


1 
olur. Bu eşitliğin sağlanması / P?(a)dı — BET olmasıyla mümkündür. 


-1 
Buna göre normalize Legendre polinomları 


N Pala) (6.53) 


biçimindedir. Sonuç olarak, Legendre polinomlarının ortonomalize şartı 


1 
2 j0, mn ise 
| PtaPalöldz < 5 zEzömn > ( ii (6.54) 


şeklinde yazılabilir. 


Örnek 6.14 P,, P, ve P; Legendre polinomlarını normlayın. 
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Çözüm 6.14 (6.53) kullanılırsa 
n—0> Pp(ı) — vE 
n—1> Pı(a) -/3z 


n—-2>5 Ppı(ı)— 8 (37? — 1) bulunur. 


Örnek 6.15 Normalize P»(Z) için j (P(2)|? dz — 1 olduğunu gösterin. 


Çözüm 6.15 P»(7) yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 


Jet? dı — / 3 (32? — | — 1 (915 —62? 41)dz 
Sd —i 1 
bise lm) (Ge) 
5 > 52) -; 8 

8 8 5 


5 
bulunur. 


Örnek 6.16 Kuantum mekaniğine göre, geçiş olasılığının açısal kıs- 
mınının hesabında karşılaşılan 


1 
(C050)mn, — (Tİmn “ İ V ?mtip (2)1y/ Mtlp,(z)dz şeklinde integ- 
mn mn yi 2 LL 2 n 


rali hesaplayınız. 
Çözüm 6.16 Bu integrali 


1-4) zn)! (2n * İ)z P,(1)) Pn(r)dr 


şeklinde yazalım. (6.44) tekrarlama bağıntısından (2n 4 1)zP,(7) terimi 
yalnız bırakılırsa 


(2n * 1)zP(z) —(n #1)Paşı(z) *nPn-ı(2) 


elde edilir. Bu ifade yerine yazılırsa 


1 1 
I— RAN (n * 0 | Panla)relakde tn | -1(z)Pm(r)dz 


Nama mama Namaa,«â a 
Th Iz - 
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olur. I,m—n-lvel;zisem—n—l olmadıkça sıfırdır. n—n-*l 
olması durumunda /z — 0 olur. Normalizasyon bağıntısından J, için 


1 
2 2 
.- JR nsıla)Paşıladı — akı 23 


bulunur. m—n— 1 olması durumunda ise /, —0O olur. Jz için 


1 
e J Pp ıle)P,ı(a)de < 


-1 


2 2 
2n— 1)” #1 2n—1 


olur. Düzenlenirse 


nil 
(Tİmn (ön 41)(2n 43) —n*l,n>20 
mn Ni 
Yöümü'” zn—İin>2l 


bulunur. 
6.7 Bağlı Legendre Polinomları 


Bu kesimde, Legendre polinomlarının türevlerinden elde edilebilen ve 
belli şartlar altında Legendre polinomlarına indirgenebilen yeni dik bir 
polinom ailesini, P”(z) bağlı Legendre polinomlarını ele alacağız. Bağlı 
Legendre polinomları 


P7(z) — (1— zy”? am Pala), m>0 (6.55) 


şeklinde verilen Rodriguez formülü yardımıyla elde edilebilirler. Bu yolla 
elde edilmiş bazı P”(7) polinomları Tablo 6.4'te verilmiştir. 


Tablo 6.4 Bazı Bağlı Legendre Polinomları 


n m Paz) 

0 0 FPia)-ıi 
Mk 

11 Pe)s(ı- ye 

2 0 P(a)-$(3r?-1) 
2 1 Pi(a)-37(1-2) di 
2 2 Pğ(ı)-3(1-22) 

3 0 P(a)-3(5r3-31r) 
3 1 Pi(e)-3(522-1)(1-22)'? 
3 2 Pğ(r)—15z(1- 2) 
3 3 Pe) -15(1— 22)? 
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Örnek olarak (—1, 1| aralığında Pl(z), Pi(2), Pji(r) ve Pl(r) polinom- 
larının z'e bağlı grafikleri Şekil 6.5'te verilmiştir. 


Şekil 6.5 Pi(2), Pi(2), Pi(z) ve Pl(1) polinomlarının z'e göre değişimi 


PP(r)'ler, P,(7) polinomlarından elde edildikleri için onlara bağlıdır- 
lar. Dik polinomların türevinden elde edildiklerinden dolayı bağlı Legendre 
polinomları da diktirler. Ayrıca (1 — g2) çarpanı nedeniyle, m — 0 durum- 
ları hariç z — Fl değerlerinde P”(F1) — O değerini alırlar. n. dereceden 
bir polinomun n kere türevinden sonraki türevi, 0 olacağından m üzerinde 
m Sn olma şartı vardır. m — 0 için, bağlı Legendre polinomları 


Pr) — Po(r) (6.56) 


Legendre polinomlarına indirgenir. Gerçekte m sayısının —n <m<n 
aralığındaki değerleri izinlidir. Bu durumda negatif n'lere karşılık gelen 
bağlı Legendre polinomları 


(e) (1) 
ifadesi kullanılarak elde edilebilir. Örneğin, RE” (T) için 


- 3 
a) <<) TİR) - 


(n—- 7) 
im) Pr (0) (6.57) 


Pile) - -z (62-1) 2)” 


bulunur. 
Bağlı Legendre Polinomlarının Bazı Özellikleri: 


1. Sağladığı diferansiyel denklem: Bağlı Legendre polinomları 


ie 
2) Ere) 2 Pa) 4 İnn 1) - Şİ Ela) 0 
(6.58) 
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biçimindeki ikinci mertebeden diferansiyel denklemi sağlarlar. Bu denklem, 
m — O durumunda (6.51) ile verilen Legendre diferansiyel denklemine in- 
dirgenir. Küresel koordinatlarda Schrödinger denklemini çözerken bu denk- 
lemle karşılaşırız. Söz konusu problemde n'nin yerine 2—0,1,2,3,... açısal 
momentum kuantum sayıları gelir. m ise —/ < m < --€ aralığında değer 
alabilen manyetik kuantum sayılarıdır. (6.58) 'de z — Cos9 dönüşümü 
yapılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, P/”(C0s0) polinomları için 


1 d sine Er(C0s0)| 4 K F1)— 


m2 


Sin20 


bağlı Legendre diferansiyel denklemi elde edilir. 
2. Tekrarlama bağıntısı: Bağlı Legendre polinomları için birden fazla 
tekrarlama bağıntısı türetilebilir. Burada üçünü ispatsız verelim: 


PPİ (2) — (2n 41) (1 — 22)” P() 4 PPİ) (6.60) 


(2n*1)zP7'(7)—-(n—-m41W)P (7) 4 (n*m)PE (3) (6.61) 
2m1 


Taya 1)*İnin * 1) — mm — 1)) PT (x) 0 (6.62) 


3. Türev Özelliği: Bağlı Legendre polinomları için 


(1 — 3) Pa) — “nz PM(2) 4 (n 4 m)P (az) (6.63) 


2(-z YS Pia JS PR (2) — (4m) -— m4 1)PT (2) (6.64) 


türev bağıntıları yazılabilir. 
4. Parite: Bağlı Legendre polinomları için parite 


P7(—2) —(-1)”*” PE (a) (6.65) 


biçimindedir. 
5. Ortonormalize Şartı: Bağlı Legendre polinomları için diklik ve nor- 
malizasyon integrali 


1 


2 (4*m) 
pr m — LİLA A 7 : 
J 5 (7)PE(z)dz 20414 nji (6.66) 
—1 
biçimindedir. z — Cos4 dönüşümü yapılırsa bu ifade 
! 
8 Ksemap (6.67) 


JE (Cos0)P”(Co0s0) Sin8bd8 — 20414 m) 
o 
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olur. 


Li 
Örnek 6.17 (Sin?9P1(Co0s0)d8 integralini hesaplayınız. 
0 
Çözüm 6.17 P|(Cos9) — Sin0 polinomu kullanılarak bu integral 


nr Li 
J Sin?9Pİ(Co0s0)d0 — J PM(Cos0)P1(Cos0)Sin0d0 
0 


biçiminde yazılabilir. (6.67) normlama şartına gören — 1 olmadıkça bu 
integral sıfırdır. n — 1 için ise 


X ! 
7 PMCos0)P1(Cos0)Sin8d8 — 2g e 5 


bulunur. 


Örnek 6.18 Pi (1) ve Pi(z) polinomlarının dik olduklarını gösterin. 
1 
Çözüm 6.18 Eğer ( Pi(z)Pj(z)dz — O olursa bu polinomlar diktir. 
— 
P| (2) ve Pİ(2) polinomları yerine yazılır ve integral alınırsa 


1 1 


e 2) 32 (1 — Yaz —-3)2(1-19)dz-3 | (a -a')dz 


—1 —1 —1 


bulunur.B 
6.8 Laguerre Polinomları 


0 <1 < o aralığında tanımlı olan Laguerre polinomları L,(7) ile 
gösterilir. n tamsayı olmak üzere Laguerre polinomları 


İyi) S ap terin), n>0 (6.68) 
Rodriguez formülünden elde edilebilir. (6.23) ile karşılaştırılırsa ağırlık 
fonksiyonunun w(7) — e ”,g(7) —z vee, —nl olduğu aşikardır. (6.68) 
yardımı ile n — 6'ya kadar elde edilen Laguerre polinomları Tablo 6.5'te 
verilmiştir. 
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Tablo 6.5 Bazı Laguerre Polinomları 


n Lnlz) 

0 Lo(ı)—1I 

ı Lı; (1) ——:41 

2 Lala) 2(2? 4742 

3 L3(1)—5(-1349r? 18746) 

4 La(ı)— Zi (14 — 1613 4 7212 —96x 4 24) 

5 Ls(z) — ş)5 (—2İ 4 2511 — 20019 4 6001” — 600z * 120) 

6 Lgl(z) — 779 (19 — 36x” 4 450: — 2400:3 4 540027? — 43207 4 720) 


0<ıi-< co aralığında tanımlı olduklarından, Laguerre polinomları için 
parite kavramının anlamsız olduğunu belirtelim. ZLo(1), Lı(1), L>(z) ve 
Ls(7) Laguerre polinomlarının w(7) — e-? ağırlık fonksiyonu ile çarpımının 
0<1<7 aralığında 7'e bağlı grafiği Şekil 6.6'te verilmiştir. 


Şekil 6.6 Ağırlıklı Lo(z), Lı(7), L2(z) ve L3(7) polinonları 


Şekil 6.6'dan görüldüğü gibi 7'in büyük değerlerinde ağırlıklı Laguerre 
polinomlarının değeri hızlıca azalmaktadır. wLo, z eksenini kesmezken, wL; 
bir, wL> iki kere kesmektedir. Laguerre polinomlarının bazı özelliklerini 
elde etmek amacıyla üretici fonksiyondan başlamak uygun olmaktadır. La- 
guerre polinomlarını üreten fonksiyon 


e-t/(1-0) 
——— i<ı (6.69) 


G(ı,t) — i 
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biçimindedir. G(z, t), t — O civarında Taylor serisine açılırsa 


oo gr in 
- ——G(x,)) — 
Giz,t) 2. öaC(z — 
t 2 a > 2 p 
— 14(z*1) yy $le —4242) zi t(-z *9z7 —18z 46) 5 


4 
(21 — 1613 4 722? — 961 * 20774 


bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 4”'nin katsayıları Laguerre poli- 
nomlarıdır: 


1 1 
Gi.) — 1 tÇztikttiş (22-41 42)02 4 (23 4 9r? — 18746) 
Di. Lale) Lala) 

tazla — 1619 4 7222—961424)694.. 
La(ı) 
© 
- Yaf (6.70) 
n—0 


Laguerre polinomlarının bazı özellikleri aşağıda verilmiştir. 
1. Tekrarlama Bağıntısı: 
2G (7,4) kısmi türev ile kendisi arasında 


a) 0 Je), e-/( 1 kt kz) 
pe) - | 1—t | (4—1) 
(14147) 
LE 1). 


> (2 42-1) 5Gle, 4 (1 —t—ı)Gf(z,t) -0 


oo 
bağıntısı bulunur. G(7,t) — Ş5 L,(z)t"nin #ye göre kısmi türevi(n — m 


n—0 
değişikliği yapılarak) 


5,Cle.0) z 2 Y imali z Y Zmlaymın-! 


m—0 ml 


olur. Lo(1)t9 şeklindeki sabit terimin türevi sıfır olduğundan toplamın 
Vden başladığına dikkat edelim. Türev ifadesi yerine yazılırsa 


(<2 20-1) Yi zemin! *(—t—7) Yzeji —0 


mz—1l m0 
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elde edilir. Çarpımlar dağıtılırsa 


oo (ei oo 
o — —2X  Lmlaymt-! * 23 'Lmla)mtm-! — Yi lmla)mtm-! 
m1 mz—1 mzl 
oo oo oo 
#Y  lmleji” — EY Lmlzji” — 2Y  Lmliji” 
m0 m—O0 m0 


bulunur. #li çarpanlar toplamın içine alınırsa 


— Y Lw(1)mtt! 42 De Lm()mt” — 3” Lm(z)mt" | 


oo oo oo 
* 5 Lg(1)t” — > Lmiajtrti 2 > buke) 
m0 m0 m0 


olur. Bu eşitliği 4” ortak çarpanında toplamak istersek; birinci ve beşinci 
terimlerdem* 1—n(>mz—n—1), ikinci, dördüncü ve altıncı terimlerde 
m zn, üçüncü terimde n—1—n(>m—n 1) yazılmalıdır. Buna göre 


— zi ı(T)(n — 1)1” 2) En ı)nt” — zn ()(n*- Ye 


e 
m (1) — Slm (1) — iL, (1)” 
n—0 n—0 


olur. Bu ifadede toplamlar farklı indislerle başlamaktadır. Fakat tekrar- 
lama bağıntısını bulmak için, n > 2 olan ortak terimleri göz önüne almak 
ve t” 'nin katsayılarını sıfıra eşitlemek yeterlidir. Buna göre, 


—(n— 1) L, 1(7)42nL,(1)—(n4-1)Ln41(7)4Ln(7)—Ln 1(7)—zln(7) — 0 
olur. Bu ifade düzenlenirse, Laguerre polinomları için tekrarlama bağıntısı 
(n* 1) L,41(7)-(2n4*1—2)L,(1)—nLn-1(T) (6.71) 


olarak bulunur. Şüphesiz başka tekrarlama bağıntıları bulmak mümkündür. 
2. Türev Bağıntısı: 
Üretici fonksiyonun 7'e göre kısmi türevi ile kendisi arasında 


0 9 |e-7t/(1-1) t 
5, c(2,8) — 3 | e 


> (1— 95 Ge, t) ——tG(r,t) 
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eşitliği vardır. (6.70) ile verilen G(r,t) yerine yazılır( — m) ve düzen- 
lenirse 


1-05 Yine” — AY Entayin 
m0 m—0 
oo 
VAY erime) (e)  —$ Emaye 
m0 ii m—0O 
oo 
Yenile )- Yemiz, (2)4 YEİLmla) — 
m—O0 m—0 m—O0 


bulunur. Bu eşitlik 4” ortak çarpanına alınmak istenirse, birinci terimde 
m —n, ikinci ve üçüncü terimlerde m4 1—n(>mm—n-— 1) yazılarak 


oo oo oo 
Ytl) — YL, (2) 4 $ La -1(z) <0 
n—0 n—I n—l 


elde edilir. Hern > 1 için eşitliğin sağlanabilmesi 4” 'nin ortak parantezine 
alınacak ifadenin sıfır olmasıyla mümkün olur. Buradan 


Ly(1)— Lp, ,(1) ——Lp-ı(7),n>1 (6.72) 
türev bağıntısı bulunur. Eğer( Problem 6.11) 
0 0 0 
15,62, jr — tzGlr,t) —iğ; (£ G(r,0| 
eşitliğinden yola çıkılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
ıL,(7) —n|L,(1) —nln-ı(7)| (6.73) 


diğer bir türev bağıntısı bulunabilir. 
3. Laguerre Diferansiyel Denklemi: 
(6.68) ile verilen Rodriguez formülünden, türev terimi 
a e saye nl > 
Lp(z) — ln (e 7x”) > iza € gs çe En) —nle “L,(1) 
biçiminde yazılabilir. Sonra kullanmak üzere u—e “r” çarpımının türev- 
leri için genel bir kural bulmak istiyoruz. Birinci türev için 


—ı, n—I —1 


—(e 72”) — wv —ne 51" İ— e 55” —-e İ(nz"İ — gi) 


ee" JE -1) <e-ser |) Sg | 
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ur—(n—1)u—-0>u'74(7—n)u—0 


bulunur. İkinci türev için işlem yapılırsa 


z (u'r4-(2—n)u) — uz 4u'4u4(z—n)u' —0 
> zu'4(1—n41)u'4u—0 
olur. Üçüncü türev 
— (su (2—n4i)u' kul — zu” 4u"4(2—n4$1)u” ku'4u'—0 
> zu"4(7—n42)u" 42u'—0 
olarak elde edilir. Böyle devam edilirse (n 4 2). türev için 
Tul?) (24 Yurt) -(n* IYu(”) —0 (6.74) 
bulunur. Diğer yandan u(”), u(7t1), y(nt2) ile Laguerre polinomları arasında 


d” 


2) — <y —nleİL,(I) 


dı” 
> uu) —nle-iL,(2) 


d —ı —I 
au — ut) nl fe iL(r) ke İL,(n)| 


> yi) — nle- (Lp(z) — Ln(2)| 
ul) — ut) — nl (e (If) — Ln(2)) ke? (L(z) — L())) 


> ut?) — nle? |L7(2) — 2Lp(r) * Ln(2) | 
ilişkisi vardır. u(”), u(7*1), y(nt2) türevleri (6.74)'te yerine yazılır ve gerekli 
işlemler yapılırsa 
O — nle *(z|L7(7)—21,(7) $ Ln(1)) 4 (14 1) | E(r) — En(2)| 
Ha #W)lu(2)) 
Laguerre diferansiyel denklemi aşağıdaki gibi bulunur: 


ıL7(1) 4 (1 —s)L),(7) *nL,(1) 0 (6.75) 


3. Ortonormalize Şartı: 
L,(T) Laguerre polinomları ortogonal bir küme oluşturmazlar. Fakat 
(e-“/ ?Ln(1)) ailesi ortogonaldir. Bu nedenle diklik şartı için 


© 


İ erine fine > fesat 20 
e (0) 
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olduğunu ispatlamak gerekir. Lp(7) ve L,(7) için Laguerre denklemleri 


IL7 (2) 4(1— 2)L,(1) 4 mlm(r) 0 (1) 
zL7(1)4(1— z)L,(7) *nL,(7) — 0 (2) 


şeklinde yazılabilir. Birinci denklem L,(2), ikincisi ise L,,(7) ile çarpılırsa 
zLn(i)lm() 4 (1— z)En(i)lm(z) 4 mln(z)lm(z) — 0 
iLm()Ln(1) $ (1 — 2)lm(i)L, (1) #nlmli)ln(z) — 0 

bulunur. Bu iki denklem taraf tarafa çıkarılır ve düzenlenirse 


r |En(a)lm() — Emr) Ln(e)| 4 (1 — 2) |Zn(a)ln(r) — Eml) En (2)| 
— (n—-m)inli)lm(z) 


elde edilir. Eşitliğin her iki tarafı e ” ile çarpılırsa 
ze” |Ln(ı)L7() — Eml) L(1)) 4 (1— 2)e * (La(1)Li.() 


—Lm(7)L7,(2)| > (n—- me *La(ı)Lm(i) (6.76) 


olur. Şimdi i (ze *|L,(1)L/,(7) — Ln(1)L! (1))) biçimindeki bir ifadenin 
türevine bakalım: 


Ela) - Eml) a) < e Ente) Enka) - Emlak) 


—ze ” (Zn(r)Lm(z) — Lm(1)Lr.(2)| 
bre |Ly(a)Li (e) 4 Enla)(2) — Ln(i)E(2) — lm) Ln(2)| 


Son satırdaki L/ (7)L/,(2) ile —L,,(7)L/ (z) terimleri sadeleşir. Kalan te- 
rimler düzenlenirse 


2 ze Enka) - Emla)E(a))) 
— (0-2) lEMaEm(e) - Eml (e)) 
*ze ” |Ln(a)Lm(1) — Lm(z)Lr(1)| 


bulunur. Bu ifadede eşitliğin sağ tarafı, (6.76)'nın sol tarafına eşittir. Sağ 
taraf, (6.76) eşitliğinde yerine yazılırsa 


2 (20 Enla)lin(a) — Emka) Epa) — (e - me Ena) Eml) 
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biçiminde yazmak mümkündür. İki tarafın (0, oo| aralığında integrali alınırsa 


Jöle) - Emka) az 
o 


— (n— m) | *Enla)lmlaldz 


o 
oo 
> ze” |La(ı)L,, (7) — Lm(a)L,(1)| a — (n— m) Je*Lnla)lmlaldz 
o 
bulunur. Sol taraf re ” teriminden dolayı sıfırdır. Bu yüzden 
oo 
(n — m) | e-sinla)lmlaldz —0 
o 
olur. n#m içinn—m # 0 olduğundan 


Je imteğimteliz — İ (e-En(a)| fe-2m(2)| dr—-0 (6.77) 
o o 


olacağı açıktır. Bu sonuca göre, (e-7/ ?L,(2)) ile (e-/ 2 Lmn(2)) fonksiyon 
aileleri ortogonaldir. 

Şimdi (e-“ 2L,(z)) fonksiyon ailesini normlamak istiyoruz. (6.69) ile 
verilen G(7, t) üretici fonksiyonu bir kez de G(z, 8) için yazılırsa 


olur. Bu iki eşitlik taraf tarafa çarpıldıktan sonra e ? ile çarpılır ve (0, oo| 
aralığında z'e göre integrali alınırsa 


oo oo 

erit) o © 
İm dı — YY teren (e sileğimleldz 
j 1—0)1(1—s) er Ömeri A 


Ka, 
I 
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bulunur. Eşitliğin sol tarafındaki integral 
1 oo 
kann, | ee Me e SN e Me yeli 
erer m 
o 


1 —glltıiştı2,) o 
© (1-aYXI—s)| 14 şiş 


o 
1 1 
(1—0)(1—s) os; EE 
Te 1 (1—0)(1—s) Kğ | 
(4-01 —s) a iş o 1—st 


bulunur. Ta ifadesi s veya t'ye göre seriye açılırsa 


1 © 
e ve nn 
—1—st Dis 
n—0 


elde edilir. Bu integralin seri eşdeğeri yerine yazılırsa 


Ye »— YY ” js n(T)Lm()dz 
—0 


n—0 nz o 


olur. Sol taraf tek toplam üzerinden iken, sağ taraf çift toplam üzerindendir. 
Eşitliğin sağlanabilmesi için m — n olmalıdır. Buna göre sağdaki toplamın 


biri kalkar ve 
Ye pa Yöre Je —L,(ı)Ln(r)dı 


n—0 n—0 
elde edilir. Her n için bu eşitliğin a 


(e ol 


Jesinka)inteldz —1 (6.78) 


o 


olmasıyla mümkündür. Bu, ağırlıklı Laguerre polinomları için normalizas- 
yon şartıdır. Buna göre, Laguerre polinomlarını içeren ortonormalize bir 
fonksiyon ailesi 


Pn(T) E— e “»L,(z), n—0,1,2,3,... (6.79) 
biçiminde olacaktır. 


Örnek 6.19 (6.79) eşitliğinden yararlanarak yo(2), pı(7) ve (1) 
fonksiyonlarını elde edin. 
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Çözüm 6.19 Lo(z) —1, Lı(7) —z41 ve L>(7) -$(22—47 42) 
olduğunu biliyoruz. Buna göre; 
pol)  eLo(a) e 
pla) < e “ÜLe)—(1—- je? 
pla) > La) - 


bulunur. 


Örnek 6.20 Wp(T) ve pı(7) fonksiyonlarının ortogonal olduklarını gös- 
terin. 


Çözüm 6.20 Eğer / wp(1)p,(7)dz — 0 olursa, pp(7) ve p,(7) fonksi- 
o 


yonları ortogonaldir. Söz konusu integral Gama integrali cinsinden yazılırsa 


J valayılalaz e2(—)e Mdr— | (1—zx)e İdr 
o 


o — 8 


o —<,8 o — 8 


(e o) 
eda — İze-de -01-11-1-1x0 
(0) 


r(1) r(2) 
olarak hesaplanır. Öyleyse, po(1) ve p,(Z7) fonksiyonları ortogonaldir.M 
6.9 Bağlı Laguerre Polinomları 


Bağlı Laguerre polinomları, kuantum mekaniğinde, Hidrojen atomunun 
radyal Schrödinger dalga denklemini çözerken karşımıza çıkar. Laguerre 
polinomlarına bağlıdırlar. Bağlı Laguerre polinomları uygun şartlarda La- 
guerre polinomlarına indirgenirler. 

e gıtk 
© (nsk)ldantk 


TI 


Lnk(7) (e T, k > 0 


olmak üzere, L£(z) bağlı Laguerre polinomları 


dk 
Luk(i),ksn (6.80) 


La) <7 


ifadesinden elde edilebilirler. Bağlı Laguerre polinomları, £ — Odurumunda 


Luz) — Ln(z) 
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Laguerre polinomlarına indirgenirler. Bazı L£(r) polinomları Tablo 6.6'te 
verilmiştir. 


Tablo 6.6 Bazı Bağlı Laguerre Polinomları 


Gi m e m 
n k Lrk(2) 
1 0 1Iğ(0)-—x241 
ı 1 Li(7)-—-x412 
2 0 10) -3 12—4142 
Zi L3(2)- 3 12—6x46 
2 2 Ifa)- ? 1? —8z 4 12) 
3 0 Iğiı)— ç —13 4 9r? — 18 4-6) 
3 1 Liz) ç —13 4127? —3614 24) 
3 2 Le) ŞE 4 152? — 60z 4 60) 
3 3 Le)— g(zi 4 187? — 90z * 120) 


Bağlı Laguerre polinomları için Rodriguez formülü 


Iı, —k 
Ik()—5 7 Sa fe 4), kn (6.81) 


şeklindedir. Bağlı Laguerre polinomlarının bazı özelliklerini ispatsız vere- 


ceğiz. 


Bağlı Laguerre Polinomlarının Bazı Özellikleri: 


1. Üretici Fonksiyon: Bağlı Laguerre Polinomlarının üretici fonksiyonu 


—z1/(1—0) 
a yi 4) <1 (6.82) 


G(r,t) — ike « — iü 


ile verilir. 
2. Sağladığı diferansiyel denklem: Bağlı Laguerre polinomlarının çözüm 
olduğu diferansiyel denklem 


ri LE(1)4(k41— 2) Eka) *nL£(7) 0 (6.83) 


şeklindedir. 
3. Tekrarlama bağıntısı: Bağlı Laguerre polinomları için tekrarlama 
bağıntılarından ikisi 


(41) LE (8) —(0n4k41—z)Lf(7)—(n4k)L£ ,(1) (6.84) 


LK(x) — LE ş(1) 4 LE İ(a) (6.85) 
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şeklinde verilebilir. 
4. Türev Özelliği: Bağlı Laguerre polinomları için türev bağıntısı 


ez Eka) — nLk(r)— (n 4 k)L£ ,(2) (6.86) 


biçimindedir. 


5. Ortonormalize Şartı: Bağlı Laguerre polinomları için diklik ve nor- 
malizasyon integrali 


Jesatikaiktodz - mii, (6.87) 
o 


biçimindedir. Burada w(7) — e-?z* ağırlık fonksiyonudur. Bağlı Laguerre 
polinomlarını içeren ortonormal bir fonksiyon ailesi 


ekle) — 4) m 7 gi erk) (6.88) 


ifadesiyle elde edilebilir. Bu bağıntıların £ — 0 alınması durumunda, La- 
guerre polinomlarına ait aynı bağıntılara indirgendiğini belirtelim. 


Örnek 6.21 (6.88) yardımı ile pl(z) ve pi(7) fonksiyonlarını elde edin 
ve (0,20) aralığında 1'e bağlı grafiğini çizin. 

Çözüm 6.21 Li(z) — —z 4 2 ve Li(z) - $ (12 —6x 4 6) polinomları 
yerlerine yazılırsa 


i — 1 zp yari 1 a 
Pi) > akm RELİ(z) — g2 — Je 12,12 
ola) - 2. esli Lr) — V > (27 —6x46)e-“?r1/? 
(241)! i 12 


elde edilir. pl(z) ve pk(1) fonksiyonlarının (0, 20| aralığında 7'e bağlı grafiği 
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Şekil 6.7'de verilmiştir. 


Şekil 6.7 pi(z) ve ç$(1) fonksiyonlarının 7'e göre değişimi 


oo 

Örnek 6.22 1— (ze “z#Lk(r)LX(z)dz integralini hesaplayın. 
0 

Çözüm 6.22 I integralini 


1 Jeu Ee) Lk(x)dz 
o 


biçimde yazalım. (6.84) ifadesinden rLk(z) çarpımı yalnız bırakılırsa 
ıLk(x) —(2n4k4 1) Lk(r) — (m k)LE (2) — (n* LE ,(2) 


olur. Bu ifade 7 integralinde yerine yazılırsa 


(e o) 


je j e Çak(on <4 1) Eka) — (4 YER (a) 
o 
— (84 1) Eyle) ) Eka 


— On4ksl) i e “ri LA(r)Lr(z)da — (n 4k) | e “zİLE (a) Lp(z)de 


(m1) js ak Ek (a)Ekla)dz 
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elde edilir. Eşitliğin sağındaki integrallerden ikicisi ve üçüncüsü diklik şartı 
nedeniyle sıfırdır. Birincisi ise normalizasyon şartı yardımı ile 


de 12 (On -k #1) 


1—(2n4*k41) Jesakiktayiktekdz — 


bulunur. 
6.10 Bessel Fonksiyonları 


Bu kesimde, Bessel fonksiyonlarını ele alacağız. Bessel fonksiyonları 
ile küresel koordinatlarda Schrödinger denklemini serbest parçacık için çö- 
zerken veya Helmholtz denklemini küresel veya silindirik koordinatlarda 
değişkenlerine ayırırken karşılaşılır. Ancak bununla sınırlı değildir. Fizik 
ve mühendislikte sınır değer problemlerinin çözümünde büyük bir rol oy- 
narlar. Bessel fonksiyonları ortogonal polinom ailesine dahil değildir. An- 
cak yine de onlara ait bazı bağıntıları türeteceğiz. İşe üretici fonksiyonu 
ile başlayabiliriz. Bessel fonksiyonları /,(7) ile gösterilir. Bessel fonksiyon- 
larının üretici fonksiyonu ile /,(1) arasında 


G(z,t) -e”-)—- Y Jaye (6.89) 


7n——0OO 


ilişkisi vardır. Yani üretici fonksiyonu seriye açılırsa, t”'in katsayıları Bessel 
fonksiyonlarıdır. G(z,t) üretici fonksiyonunu G(7,t) — e?t/2e-7/2t şeklinde 
iki çarpan olarak yazılır, çarpım Maclaurin serisine açılırsa 


la zl > Ci A İY en 
r—0 2 Li 2 


bulunur. Birinci toplamdaki r indisi n —r—s(r—n-s) ile değiştirilirse 
toplamın yeni sınırları r — 0 içinn ——sver—ooiçinn—ooolur. Buna 


göre 
nts 


eril? .-7/2t - > (6 e EN) ME ) 3 


Nn— 


olur. Toplamların sırası değiştirilirse eşitik bozulmaz. 


eri/2,-1/2t 223, Ç ü Ea )* (a 


3s—On—— 


(9) 
Birinci toplamda, n toplama indisinin aralığı s—Oiken $ ,s —oo iken 
n—0 
(9) 
>. olur. Sonuçtan toplama indisi —oo'dan *-oo'a genişler. Bu durum 
n——0O 
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göz önüne alınarak, toplamların sırası bir kez daha değiştirilirse 


a > md (<1) Iyrt2s| 
G(r,i) set) — > 3 emi (5) t 
n-—oo |s—0 

elde edilir. Verilen bir n için, (6.89) ifadesine göre t”'nin katsayıları /,(7) 
polinomlarıdır: 

oo 
ii (1) INNt2s 
İnlz) — DE inse (5) (6.90) 


8—0 


Birinci Tip Bessel Fonksiyonları 


Eğer n — 0,1,2,3,... gibi pozitif tam sayılar alınırsa, birinci türden 
Bessel fonksiyonları elde edilir. İlk üç /p(2), Jı(z), /2(1) Bessel fonksiyon- 
ları 


Jo(r) — ml e e a 
4 64 2304 * 147456 (o 14745600 
Jı(z) — Be a a 
2 16 384 18432 1474560 O 176947200 
e 19 z10 yiz 
Maça) — 8 6 * 3072 184320 * 17694720 2477260800 İ 


şeklinde sonsuz terimli serilerdir. Serinin terim sayısı arttıkça Bessel fonksi- 
yonlarının değeri daha hassas olur. Diğer yandan, z'in artan değerlerinde 
Bessel fonksiyonları daha küçük değerler alırlar. Sonlu sayıda terim için 
Jo(r), Jı(1) ve J2(7) Bessel fonksiyonlarının (0, 10| aralığında z'e bağlı 
grafiği Şekil 6.8'daki gibidir. 


Şekil 6.8 Jo(2), Jı(7), /2(7) fonksiyonlarının 7'e göre değişimi 


Birinci tip Bessel Fonksiyonlarına ait bazı bağıntıları ispatsız verelim. 
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Tekrarlama bağıntısı: 


İn-la) $ Jaşala) > Tile) (691) 
Türev Bağıntıları: 
İnka) — Zal) — Jnşıle) (6.92) 
z eril) s PJy ifa) (6.93) 
— | Jn(7)) ——2 nsl) (6.94) 


Birinci Tip Bessel Diferansiyel Denklemi: 


25 Jnl(i) * Tiz 23 (1) * (2? —n2)J,(2) 0 (6.95) 
İkinci Tip Bessel Fonksiyonları 


(6.90) ifadesinde n yerine —n yazılırsa 


ir (<1) 7xy2s-n 
enli) > DEE —n)! ai 


bulunur. n tam sayı olduğundan s < (n—1) için s—n < 0'dır. Bu durumda 
(s— nn)! > Foo olur. Bunu önlemek için s yerine s-*n yazılırsa, J.n(7) 
için 


e (yer 2s-n 
Jai) — 2 sala en (5) (6.96) 


elde edilir. /n(7) ve /-,(7) arasında 
J-n(1) — (—1)”Jn,(7), n tamsayı (6.97) 


bağıntısı vardır. Bessel denkleminin en genel çözümü /,(7) ve / ,(7) 
fonksiyonlarının lineer bileşimden oluşturulabilir. 


y(7) — AJn(1) * BI. (1) 


Ancak n tamsayı olduğu zaman /J,(7) ve J n(7) fonksiyonları lineer bağımlı 
olduklarından, y(7) ile verilen çözüm yeni bir fonksiyon ailesi oluşturamaz. 
Kaynak kitaplarda lineer bağımsız fonksiyonların uygun bir bileşimi 


Cos(nn)Jn(T) — J -n(7) 


Sinl(nn) (6.98) 


Nn(2) — 
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şeklinde verilmiştir. N,(1), Neumann fonksiyonları olarak da bilinen ikinci 
tip Bessel fonksiyonlarıdır. Neumann fonksiyonlarıyla alakalı daha detaylı 
bilgi için ilgili kitaplara bakılmasını öneriyoruz. Bir fikir vermesi amacıyla 
No(z), Nı(r) ve N>(r) Neumann fonksiyonlarının (0, 10) aralığında ze bağlı 
grafiği Şekil 6.9'de verilmiştir. 


Şekil 6.9 No(r), Nı(r), N>(z) fonksiyonlarının ze göre değişimi 


Neumann fonksiyonlarının asimtotik davranışları bilinmeden bu eğrilerin 
elde edilemeyeceğini belirtelim. 


Üçüncü Tip Bessel Fonksiyonları 


Diğer bir seçim /,(1) ve N,(7) fonksiyonlarının 


Hİ) — Jp(2) 4 iN»(i) (6.99) 
HP) — Jn(a) — iNn(s) (6.100) 


şeklindeki bir lineer bileşimi ile elde edilen, üçüncü tip Bessel fonksiyon- 
larıdır. Bunlara sırasıyla, birinci ve ikinci Hankel fonksiyonları da denir. 
Bu fonksiyonlar lineer bağımsızdırlar. 


Küresel Bessel fonksiyonları 


Eğer n yarım tamsayı ise (6.90) ve (6.96) ile verilen sonsuz terimli seriler, 
bir trigonometrik seriyle verilebilmektedir. Bu şekilde elde edilen fonksi- 
yonlar küresel Bessel fonksiyonları olarak isimlendirilmiştir. Bu fonksiyon- 
lar jn(T) ve nn(1) şeklinde küçük harflerle gösterilir ve 


İnlr) > (-1)”z” E zİ (22) (6.101) 


ır dı I 


ala — (1) E | (22) (6.102) 


r dr z 
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ile verilen Rayleigh formülünden elde edilebilirler. İlk üç küresel Bessel 
fonksiyonu aşağıdaki gibidir: 


idle) < İ, yete, geç, Si Gele) 
nı(T) — aa > a İz(7) — (s — >) Sin(r) — Cole) 
na(T) — — (5 — 2) Cos(71) — 5 Sinle) 


0O<7r< 15 için küresel jo(T), jı(r) ve j>(7) fonksiyonlarının 7'e göre 
değişimi Şekil 6.10'da verilmiştir. 


Şekil 6.10 /o(2), j1(7), j2(1) fonksiyonlarının 7'e göre değişimi 


Bu eğriler çizilirken küresel Bessel fonksiyonlarının asimtotik davranışlarının 
dikkate alındığını belirtmekte yarar var. Yine aynı aralıkta küresel no(7), 
nı(T) ve na(1) fonksiyonlarının 7'e göre değişimi ise Şekil 6.11'deki gibidir. 


Şekil 6.11 no(r), nı(r),na(1) fonksiyonlarının 2'e göre değişimi 
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Helmholtz denklemi küresel koordinatlarda değişkenlerine ayrılırsa, radyal 
fonksiyon R(r)'nin sağladığı denklem 

r2R"(r) 4 2rR'(r) 4 İk? — nn 4 İYİR(r) — 0 
olarak karşımıza çıkar. r > z ve R(r) > y(z) değişikliği ile 

r2y"(z) 4 2zy'(1) İk? —n(n 4 1)ly(z) — O (6.103) 


küresel Bessel diferansiyel denklemi elde edilir. Bessel fonksiyonlarının 
diğer bir türü yarım tam sayılı birinci ve ikinci Hankel fonksiyonlarıdır. 
Bu fonksiyonlar küresel Bessel fonksiyonları cinsinden 


AÇ) — inle) 4 inn(i) (6-104) 
hP — İnlz) — inn(i) (6.105) 


şeklinde tanımlanır. Bu bölümde ele aldığımız özel fonksiyonlara ve poli- 
nomlara başkalarını eklemek mümkümdür. Bu kadarıyla yetineceğiz. Çünkü 
bu bölüm tek başına bir kitap olabilecek durumdadır. Daha kapsamlı bil- 
giler için kaynak kitaplara başvurulabilir. 


BÖLÜM SONU PROBLEMLERİ 


6.1 n pozitif bir tamsayı olmak üzere (2n 4 1)!! — Cep olduğunu 
gösterin. 


1 
6.2 | 79 in (b) “dr integralini Gama integrali cinsinden bulunuz. İpucu: 
0 


r—e “ dönüşümü yapın. 


oo 
63 | e-“İdr integralini Gama integrali cinsinden bulun. 


—O0o0 


1 
8.4 (17(1— 12)9/2dz integralini Beta integrali cinsinden yazarak bulun. 
0 


İpucu: 12 — u dönüşümü yapın. Cevap: 282802) — 


gla 


1 
6.5 ( (1—12)"dı— ME VE olduğunu gösterin. 


—1 


x/2 
6.6 ( Cos”0d8 integralini Beta fonksiyonunu kullanarak hesaplayın. 
0 
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6.7 Ho(r) — 1 ve Hı(ı) — 2r başlangıç değerlerini kullanarak H>(7), 
Hs(ı), Ha(z) ve Hs(z) polinomlarını (6.32) yardımı ile bulun. 


6.8 Hı(r) ve H(1) polinomlarının dik olduklarını (6.37) ile verilen 
integrali açıkça hesaplayarak gösterin. 


6.9 Bir Bayat harmonik osilatör için 2'nin beklenen değerinin 
(o) — ii mer H,(1)Hn(1)dr — ynr2”n!(n 4 1/2) olduğunu gös- 


terin. 


6.10 P,, Pı ve P, Legendre polinomlarını kullanarak n—Oven—1l 
için (6.50) ile verilen eşitliğin sağlandığını kontrol edin. 


6.11 (6.9) ile verilen üretici fonksiyonunu kullanarak ığGlr,t) — 
tğGlz, t) — tğ (4G(7,t)| olduğunu gösterin. 
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